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Abstract.  Nous démontrons un critére de classicité pour les formes
surconvergentes de Hilbert associées & une extension totalement réelle F
de Q et 2 un nombre premier non ramifié dans F. Ceci permet par exeniple
de caractériser les points classiques des variétés de Hecke associées aux
formes de Hilbert pour F.

1. Introduction

On étudie dans cet article la classicité de formes modulaires surconvergentes
de Hilbert associées a un corps totalement réel F de degré d > 2 et 4 un
nombre premier p non ramifié dans F. Nous utilisons pour cela les techniques
de prolongement analytique développées par Buzzard et Kassaei. Fixons
un plongement F < C, et notons v la valuation de C, normalisée par
v(p) = 1. Commengons par supposer P 1nerte dans F. On montre alors le
théoréme suivant. : :

Théoréme 1.1.  Soit N > 5 premier a p et f une forme modulaire de Hilbert
surconvergenté de poids ik = (ki,ka;...,'kq) € Z¢, de niveau T1(N) N
T'o(p) propre pour ’opérateur Uy de valeur propre a, € Cp. Siv(ap) <
inf{_, (ki) — d alors f est classique de niveay I'1 (N) N To(p).

- On dispose également d’un énoncé dans le cas.ol.p. est non ramifié ..
mais pas nécessairement inerte. Connaissant le cas inerte, la démonstration
- du cas non ramifié général suit les, lignes_de. {Sa],~qui -traite-le: cas ot p
- =est -totalement” décompose dans F. De méme en adaptant des arguments
.de -[Bu] et [Ka], on en déduit un théoréme de classicité pour les formes
surconvergentes de mveau arb1tra1re en p Avant de présenter ces résultats,
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introduisons quelques notations. Notons p - Or = []/_; 7; la décomposition
de p-en produit d’idéaux premiers dans Op. Pour tout 1 < i < r notons
D; = {¢ € Hom(F, C,) |v(o(xn;)) > 0}. Les D; forment une partition de
Hom(F, C,) et le cardinal de D; vaut le degré [Fy, : Q] de la complétion
wi-adique F,, de F. Le poids d’une forme de Hilbert est par définition un
caractere du tore Resz/gG,, défini sur une extension assez grande de Q.
Ce groupe des caractéres geometrlques de Resr/@G,, est canoniquement

isomorphe i
ZHom(F ,Cp)

que I’on avait identifié 2 Z¢ dans le théoréme 1.1. Le résultat général s’énonce
alors de la maniere suivante.

Théoréme 1.2. Soient n > 1 un entien N > 5 un entier premier a p et
f une forme modulaire de Hilbert surconvergente de poids k = (k;) €
ZHom(F.Cp) of de niveau T'1(N p"). Supposons f propre pour I’opérateur Uy,
pour tout 1 < i < r de valeur propre ar; € Cp. Si v(ay, ) < infyep, (ks) —
[Fr, : Qplpourtout 1 <i <ralors f est classzque

Les opérateurs U, auxquels il est fait allusion dans I’énoncé du
théoréme 1.2 sont définis dans le paragraphe 7.3. Soit G le sous-groupe
algébrique de Resp;gGL, des éléments de déterminant dans G,,. Les formes
modulaires classiques de Hilbert que nous considérons dans cet article
apparaissent dans la théorie des formes automorphes pour le groupe G.
Lorsque le poids x est tel que tous les k, ont méme parité, il existe une notion
de forme modulaire de Hilbert de poids x pour le groupe Resr/gGL2 (qui
est celle des arithméticiens). Ces dernieéres apparaissent en facteur direct dans
I’espace des formes de Hilbert de poids x pour le groupe G (voir larem. 7.3.1),
donc notre résultat s’applique bien aux formes de Hilbert “arithmétiques”.

~Indiquons rapidement comment nous démontrons le théoreme 1.1. Soit
f une forme surconvergente. C’est par définition une section d’un faisceau
inversible sur un voisinage strict du tube ordinaire-multiplicatif de la variété
de Hilbert rigide analytique Xz de niveau I'g(p) NT'1(N). On suppose que f
est propre pour I’opérateur U, pour une valeur propre non nulle a,. On voit
alors comme dans [Bu] la relation

. f=a," Uyf)

comme une équation fonctionnelle au moyen de laquelle on essaye d’étendre
le domaine de définition de f. Ce procédé d’extension ne permet pas de traiter
certains points de Xyig correspondant a des variétés abéliennes dont le groupe
de Barsotti-Tate est une extension non triviale. Nous appelons de tels points
des points spéciaux d’ordre infini.
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Ce phénomene de points spéciaux existe déja sur la courbe modulaire
dans le cas o F = Q, auquel cas ’ensemble des points spéciaux non
multiplicatifs forment le tube ordinaire €tale. Pour contourner I’obstruction
apparente au prolongement de f sur ce tube ordinaire étale, Kassaei [Ka] a
construit en s’inspirant de 1’équation fonctionnelle et en utilisant la théorie
du sous-groupe canonique des approximations du prolongement souhaité qui
convergent sous certaines hypothéses sur le poids et la pente. Cela permet de
prouver la classicité de f dans le cas des formes modulaires habituelles.

Dans le cas des formes de Hilbert générales o F # (Q, un point
spécial de Xz n’est pas nécessairement dans le tube ordinaire. Le groupe
de Barsotti-Tate de la variété abélienne peut par exemple étre extension
d’un groupe de Lubin-Tate associé a OF, par son dual. Un tel groupe de
Barsotti-Tate n’admet pas de sous-groupe canonique et la techmque de
Kassaei ne semble pas directement s’adapter. Nous remarquons néanmoins
que pour tout point spécial de Xy, il existe un unique sous-groupe “spécial”
dans la p-torsion de son Barsotti-Tate qui généralise le sous-groupe canonique
défini dans le cas ordinaire. Ceci nous permet de construire quand méme
des séries de Kassaei sous des hypotheses entre poids et pente et de mener
a bien le prolongement.de la forme f. Nous trouvons remarquable que ces
hypothéses entre poids et pente apparaissant dans I’énoncé du théoreme 1.1
proviennent finalement de I’analyse de la correspondance de Hecke U, sur
les groupes de Barsotti-Tate qui sont extension d’un groupe de Lubin-Tate
associé a OF, par leur dual.

Disons a présent quelques mots sur 1’organisation du texte. Les sections 3
a 6 sont dédiées a la démonstration du théoréme 1.1 et nous y faisons
donc ’hypothése que p est inerte. Dans les sections 7 et 8 nous expliquons
comment déduire le théoréme 1.2 de la démonstration du théoréme 1.1.

Dans [Ti], Y. Tian a trouvé indépendamment une démonstration du
théoréme 1.1 dans le cas ol F' est un corps quadratique et du théoréme 1.2
lorsque n = 1 et les corps résiduels des places au dessus de p dans F sont de
degré au plus 2 sur F .

Nous remercions chaleureusement K. Buzzard qui a organisé un groupe
de travail avec C. Johannson et W. Kim sur une version antérieure de ce
travail et qui nous a signalé de nombreuses erreurs. Nous remercions de méme
P. Kassaei et Y. Tian qui nous ont signalé une erreur cruciale dans une version ..
précédente de ’article, erreur qui nous a conduit & modifier en profondeur
certains arguments. Nous voulons egalement remercier le rapporteur pour sa .
_relecture attentive.. - - -

Les auteurs ont bénéficié du projet ANR-10-BLAN 0114 ArShiFo pendant -
- 1a préparation de cet article.
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2. Préliminaires rigides analytiques

2.1 Lanorme

Soit K une extension finie de Q, P> d’anneau d’entiers Ok, d’ umformlsante T
et de corps ré51due1 F. : CoteL .

2.1.1 Déﬁnition des normes

Soit 3 un schéma formel admissible p-adique réduit sur Spf O . Notons Zg
sa fibre générique rigide. Le faisceau structural ﬁzﬁg est équipé d’une
valuation et de la norme associ€. En effet, pour tout ouvert U de Zig et toute
section f € HO(U, Oz4,), on pose | fly = supzey | f(x)]. Notons bien
que si U n’est pas quasi-compact, ce supremum peut &tre infini. Si U est un
affinoide, la norme | | fait de HO(U, ﬁzﬁg) un espace de Banach.

Soit Z un faisceau localement libre de rang fini sur 3. Soit %z le faisceau
induit sur Zgz. On peut mettre sur Frg une structure de ﬁzﬁg-module de
Banach. Soit en effet L une extension finie de K et x : Spm(L) — Zg un
L-point. 11 provient d’un unique O -point ¥ : Spf O — 3 et on dispose
d’une identification naturelle X*& o, L =~ x*Z4. Si f € x*)?ﬁé, on pose

A . ]
|f|=inf[|,1|, Lel | f €X*F

Si U est un ouvert de Zyg et f une section de HO(U, Fiig), On pose

Iflu = sup If(X)I = sup [x* 1.

xel

On notera par Jng le sous- fa1sceau de ﬁ'ng des éléments de norme inférieure
ouégaleal. :

2.1.2 Le lemme de recollement de Kassaei

Nous reformulons ici un lemme dégagé par Kassaei dans [Ka]. On reprend les
notations du paragraphe précédent.

Lemme 2.1.3. Supposons Zig lisse. Soit U un ouvert quasi-compact de
Zig. Ona

n

HO(U, Frig) < H(U, Zrig) @0y K > (lgr_n H(U, %g/p")) ®ox K

r

Démonstration. Voir [Pi, cor. 5.3.2]. O
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2.2 Voisinages stricts
Soit Z un espace rigide quasi-compact sur K et U-un ouvert q}asi-cofnpact
de Z.

Définition 2.2.1. Un voisinage strict de U dans Z est un ouvert V de Z
contenant U tel que le recouvrement (Z\U) UV de Z est admissible.

D’aprés la théorie de Raynaud (voir [Bo] par exemple), Z posséde
un modele formel 3 pour lequel U s’identifie au tube d’un ouvert de la
fibre spéciale de 3. On retrouve donc la définition des voisinage stricts de
[Be, def.1.2.1].

Exemple 2.2.2. Soit f une fonction définie sur Z et M et N des réels tels
que N > M. On suppose que | fly < M. Alors {x € f,|f(x)| < N}estun

. voisinage strict de U dans Z.

La proposition suivante regroupe quelques propriétés immédiates des
voisinages stricts.

Proposition 2.2.3. Soit U un ouvert quasi-compact de Z et V| et V, deux
voisinages stricts de U. Alors Vi N Vy est un voisinage strict. Soit Uy et Uy
deux ouverts quasi-compacts de Z et V| et Vo des voisinages stricts de Uy et
de Ujy. Alors Vi U V, est un voisinage strict de Uy U Us.

Voici enfin une proposition de <« surconvergence > des sections d’un
morphisme fini étale.

Proposition 2.2.4. Soit f : Y — Z un morphisme fini étale entre deux
espaces rigides quasi-compacts. Soit U un ouvert quasi-compact de Z et s :
U — Y une section de f. Il existe un voisinage strict V de U et une section
s’ 1V —> Y étendant s.

Démonstration. Le probléme est local sur Z et U. On peut donc supposer
que Z = Spm(A), Y = Spm(B), U = Spm(C) et Yy = Spm(D). 1l existe
par hypothese une fonction idempotente ¢ € D qui vaut 1 sur s(U) et 0
sur Yy \s(U). On peut alors trouver par approximation une fonction g € B
tel que |g — ely, < p~'. Considérons P(T) = Yi_,&T' le polyndme
caractéristique de la multiplication par g sur le A-module projectif B. On a
donc |g,—jly = let|g iy < p‘“" pour 2 < i < r. ]l existe-alors un

-voisinage-strict V de U surlequel on a |g,_1|g = p~Pet - - oo i

—iel
lgr—ilu _<_P_2_ e

pour 2 < i < r. On a alors un recouvrement admissible

. . 1. ' _; _-
Yy={xeYy,lgx)=2p73} U {xe¥y,|gkx) < p7Z}.
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' . N —l . Ve 7z
Larestriction de f a {x € Yy, |g(x)| = p~3} est finie étale de degré un donc
est un isomorphisme. O ' :

3. Théorie de Raynaud

Soit F une extension totalement réelle de Q de degré d > 2, OF son anneau
d’entiers, p un nombre premier inerte dans F, F, la complétion p-adique
et kr le corps résiduel associé. On identifie les groupes Gal(F,/Q,),
Gal(kr/F ) et Z/dZ en envoyant le Frobenius arithmétique en p sur 1. Nous
identifierons occasionnellement Z/dZ avec ’ensemble des entiers compris
dans [1,d]. Par ailleurs, K désigne toujours une extension finie de Q,,
d’anneau d’entiers Ok, d’uniformisante z et de corps résiduel F. On suppose
que K contient F, et on fixe un tel plongement. On fixe de plus une cloture
algébrique K de K dont on notera O I’anneau d’entiers et v la valuation a
valeurs dans Q normalisée par v (p) = 1.

3.1 Rappels

Soit S un schéma sur Spec(Ok ). Dans [Ray], Raynaud a classifi€ les schémas,
en kyp-espaces vectoriels de dimension 1 sur S. Ce sont par définition les
schémas en groupes finis et plats de rang p® sur S équipés d’une action
de kF, vérifiant la condition (xx) de [Ray, p.246] (cette condition est
automatiquement vérifiée si S est plat sur Spec(Qk)). On s’autorisera dans
la suite a les appeler simplement des kp-vectoriels de dimension un ou des
schémas en groupes de Raynaud. Rappelons le résultat de Raynaud dans le
cas ot S = Spec(R) est un schéma local. L’expression de ce résultat dépend
d’une unité p-adique universelle w, définie dans [Ray]. A tout 2d-uplet
Oty s0a; 71, ...,7d) € R telque d; - y; = p - w, pour tout i € Z/dZ,
Raynaud associe un schéma en kr-vectoriels Hs;;y,) de schéma sous-jacent

Spec R[X1, ..., Xal/(XF - & - Xit1)

ot les indices i sont pris dans Z/dZ = Gal(kr/F ). Le plongement F, = K
induit une identification k. = u,a_,(Ok) et & chaque i € Z/dZ on peut
donc associer le i-éme caractére fondamental y; : k. — O%.L’action de kr
sur la i-eme coordonnée X; se fait a travers le caracteére y;. Raynaud obtient
le théoréme suivant. o

Théoreme 3.1.1 ([Ray], thm. 1.4.1). Tout schéma en kr-espaces vectoriels
de dimension un sur S est isomorphe a un schéma en kp-vectoriel H,,y,)
appelé < de Raynaud >>. Soient H(g;, ;) et H((;‘{; ) deux schémas de Raynaud.
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 Tout morphisme de kp-schémas en groupes de H(s;;y;) vers Hig, ) est donné -
. 22

au niveau des algébres par X; v~ a; - X; pour tout i € Z/dZ oi a; € R
vérifient ai4. - 6, = aip - d;.

Les schémas en kp-espaces vectoriels H.y) et Hg,,n sont donc
isomorphes sur § si et seulement il existe des éléments @; € R* pour
i € Z/dZ tels que

aj4 - 5; = a{’ . 5,'
pour tout i € Z/dZ. Considérons le cas ot § = Spec(Of). 1l est clair que

dans ce cas le schéma en groupe H(s,.,,) est déterminé par le d-uplet (J;).
Nous le notons simplement Hys). ' ‘

Corollaire 3.1.2 ([Ray], coro. 1.5.2). . Lorsque S = Spec(Og), Uapplication”

DEG :
{Classes d’isom. de schémas en groupes de Raynaud sur S} — [0, 1]"
Hey — (0(3)

est injective d’image [0, 114 N Q<.
On notera deg; la i-eme coordonnée de cette app]fcation. On a donc
DEG = (deg;)iez/az -

Considérons la stratification standard du cube [0, 1]¢ en sommets, arétes,
faces, etc. On obtient le corollaire suivant par réduction modulo 1’idéal
maximal de Of. '

Corollaire 3.1.3. L’application du corollaire précédent induit une bijection
canonique entre les classes d’isomorphismes de schémas en groupes de
Raynaud sur Spec(FF) et les strates du cube [0, 11¢.

Exemple 3.1.4. La classe d’isomorphisme du schéma en groupes de
Raynaud multiplicatif (4, ®z kr) x Spec(F) correspond au sommet
(1,...1) du cube et celle du groupe de Raynaud étale kr x Spec(F) au
sommet (0, ..., 0). Les autres strates du cube correspondent a des groupes de
‘Raynaud-qui ne sont ni étales ni multiplicatifs. ——

' Remarque 3.1.5. La dualité de Cartier des schémas en groupes finis et plats ‘

s “&change H(g,y,) et Hey;.5)- Si §™ = =~Spec(O%) elle échange donc DEG et

.1—DEG. Si § = Felle agit sur les strates du cube comme la symétne ceritrale
de centre (1/2,...,1/2). : : :

el
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Rappelons que tout .schéma en groupes fini et plat sur § = Spec(Of) a
un degré qui est un rationnel positif défini dans [Fa]. Le degré de Hg,), noté

deg(Hs;)) est
Zv(é,-) = Zdegi (H((;,.)) .

1

Etant donné un groupe de Raynaud G = H(s,) sur Spec(Of), on peut obtenir
deg; (G) de la mani¢re suivante. Le faisceau conormal wg est un module sous

Of ®z, kr
et se décompose selon les plongement kr <— F indexés par Z/dZ. On obtient

donc h
w6 = @ wa,.
i

On aalors wg,; = O /di—1 et deg;(G) = v (Fittg wg,i+1) ot Fitto désigne le
0-éme idéal de Fitting;

3.2 Relation d’ordre

Dans ce paragraphe, nous travaillerons sur la base § = Spec(Of). Soit H et
G deux schémas en groupes de Raynaud sur S. On dit que H < G s’il existe
un morphisme non nul H — G de kp-schémas en groupes. Ce morphisme est
alors un isomorphisme en fibre générique. Onditque H < Gsi H < Get H
et G ne sont pas isomorphes. On note enfin H ~ G si H et G sont isomorphes
ou, ce qui est équivalent, si H < G et G < H (voir la proposition suivante).
Nous allons maintenant interpréter cette relation d’ordre partielle sur le cube
[0, 119. Nous identifions ici les schémas en groupes de Raynaud avec leurs
coordonnées (deg;) dans le cube. Nous définissons aussi une fonction somme
des coordonées, deg : [0, 114 - [0, d].

Proposition 3.2.1. Ona(y1,...,yd) > (x1,...,xq) si et seulement si pour
touti € Z/dZ on a

d—1

Zpk(yi-k —Xi-k)=20.

k=0

Ona (y;) = (x;) si et seulement si deg((yi)) = deg((x;)) ef (i) = (xi); si et
seulement si (y;) = (x;) et (x;) > (y:).

Démonstration. Soit Hs,) et Hyy deux schémas en groupes de Raynaud de
coordonnées respectives (x;) et (y,-). Ona Hg,) < H((;’{) si et seulement si il
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existe (a;) € (9?-( tel que gj41 - & = ai” - d; pour i € Z/dZ. Ces équations se

réécrivent .

. 91 /s ] o
P i—
Qitl = Qiyq- H B
k=0 \ "1k
Elles posse¢dent une solution si et seulement si
a-1 /5 Pt
) H - <0.
ik

k=0
Le reste de la propositiqn ne pose pas de probleme. O

On peut écrire matriciellement les d équations de la proposition de la fagcon
suivante. :

d — X4 0
. . : >
3 : : 3 L= 0
pi-l 1 ... pd2 y |

En particulier, la relation d’ordre > garde un sens sur (0, 1)¢ et méme sur R?
et pas seulement sur le sous-ensembile [0, 1¢ ﬁQ" correspondant aux groupes
de Raynaud sur S. Pour tout point x = (x;) du cube, notons H; (x) I’hyperplan

affine d’équation
d-1

Z P ik —xizk) =0

k=0

ol ¥ = (¥;) est la coordonnée sur R?. Cet hyperplan partage I’espace R? en
les deux demi-espaces :

d—1
Hix)t = {Y eR? | Z Pre ik —xip) 2 0]

k=0
et
d-=1
Hi(x)™ = [Y eR! D pF (Yick —xici) < o] .
k=0

On a bien siir H;(x) = H;@)* N H;x)~. Si x # (0,...,0) alors
©,...,0) & H;(x) et H;(x)~ est le demi-espace qui contient le point 0.

Remarquons que x = N; Hi(x) (car les. hyperplans sont-linéairemeént™ "~

- indépendatits), €t que si x” est un autre point du cube, H;(x’) est I'image de
Hi(x) par la translation qui applique x sur x’. Le lieu du cube déterminé
par I’équation (y;) > (x;) est donc la pyramide de sommet x, intersection
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des d demi-espaces H;(x)* avec le cube. Elle est dirigée vers le point de
¢oordonnée (1,1,...,1) correspondant au schéma en groupes multiplicatif.
De méme, le lieu des (y;) < (x;) est I'intersection du cube avec les d
demi-espaces H;(x)~. C’est un.pyramide de sommet (x;), dirigée cette
~ fois vers le point de coordonnées (0, 0, .. ., 0) correspondant au schéma en

. groupes étale.

Soit x et x’ deux points du cube. Disons que H;(x) < H;(x') si
Hi(x) C Hi(x")". L’ensemble {H;(x), x € [0, 1]%} muni de la relation
d’ordre < est totalement ordonné. En particulier on peut définir la borne
inférieure inf{H;(x), H;(x')} pour tous points x et x’ du cube et tout
i €Z/dZ. '

Proposition 3.2.2. Soit H et G deux schémas en groupes de Raynaud
sur S. 1l existe un schéma en groupe de Raynaud inf{H, G} sur S unique
* a isomorphisme preés, vérifiant la propriété universelle suivante : pour tout
schéma en groupe de Raynaud H', on a I’équivalence

H <GetH <H & H' < inf{H, G}.
On a plus précisément la formule

DEG(inf(H, G}) = [ inf {H;(DEG(H)), H:(DEG(G))}.

i

Démonstration. Soit (x;) et (y;) les coordonnées de H et G. Il s’agit de
montrer que I’ensemble :

@) € 0,119 NQ7 | () < (xi), @) < )

posséde un plus grand élément. Pour tout i € Z/dZ, soit H; I'infimum de
Hi(x) et H;(y) au sens de la relation d’ordre < que nous venons de définir.
L’ensemble {(z;) € [0, 11 N Q7 | (z;) < (xi); (zi) < (vi)} est 'intersection
des demi-espaces H;” avec les points rationnels du cube [0, 1. La pyramide
M; H; est 'intersection des pyramides N; H;(x)~ et N; H;(y)~. Vérifions
que son sommet (w;) se trouve a I'intérieur du cube. Soit M la matrice

1
p p2 e
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Son inverse vaut

— I 0 -« —p
N |
-1 1 .
1-pd :
P 0 —-p - 0
-p 1 -+ 0
Pour tout (z;) € R4, Soit M((z;)) j le j-ieme coefficient du vecteur
M((z;)). Soit m; = inf{M((x;));, M((y:));}. Par définition (w;) =
M~ ((m;)) = (ﬂ%). Montrons que pour tout j, sup{xj,y;} >
wj > inf{x;,y;}. A échange prés de (x;) et (y;), il y a deux cas 2
traiter. Soit mi_; = M((x,-))l_j et my_j = M((x;i))2—;. Dans ce cas,
wj = xj.Soit mi_; = M((xi))1-j et ma—; = M((¥;))2—j. Dans ce cas,
—i =M ()2~ PM(i))1—j—ma
xj = Pm1 —(gx )2~ j > w; > (()'1211 1! ma_j __ =y O

3.3 Configuration de Raynaud

Soit N € N. On appelle configuration de Raynaud de cardinal N la donnée de
N+ 1-points distincts ( Py, . .., Py) ducube [0, 119 vérifiant inf{ P;, Pi}= Py
pourtous 0 <i < j < N.

Proposition 3.3.1. Une configuration de Raynaud est de cardinal au plus d.

Démonstration. Soit (Py, ..., Py) une configuration de Raynaud de
cardinal N. A chaque point Py sont associés des hyperplans affines 7;(Px)
pour i € Z/dZ. Soit S C 7Z/dZe sous-ensemble des i tels qu’il existe
1 < k < N vérifiant ‘H;(Py) > H;(Po). Choisissons pour tout i € S
un indice k(i) réalisant cette derniére inégalité. Montrons que la fonction
k : S — [1,N] NN ainsi définie est surjective. Soit k¥’ ¢ k(S). On a
Hi(Pr) = Hi(Pp) pour tout i € Z/dZ\S. Soit i € S. La relation
inf{ Py, Py} = Po entraine que H;(Py) = H;(Po). Par conséquent
Py = Py, ce qui est une contradiction. O

Donnons a présent un critére pour qu’une conﬁguratlon de Raynaud soit de
cardinal deux.

Lemme 3.3.2. Soit (Py, ..., Py) une configuration de Raynaud de cardinal
au moins 2. Supposons que pour tout i € Z/dZ Hi(P1) # Hi(P2). Alors
N =2

Démonstration. Dans la démonstration précédente, bn peut prendre k(i ) €
{1, 2} pour touti € Z/dZ. O
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Lemme 3.3.3. Considérons deux sommets opposés (x;),(x])) € {0, 1)¢
vérifiant donc x; = 1 — x;. Alors Hi(x) # H,;(x") pour tout i. De plus,
si (x;) # 0,...,0) et (x;) # (1,...,1), alors inf{(x;), (x))} < (x;) et
inf{(x), ()} < (). |

Démonstration. Pour le premier point, remarquons que pour tout j € Z/dZ,
‘ona

(j — X))+ plj1—xj_) + v p -x;+1) #0

car p~1 > Z?;oz p'. Pour le second point, il suffit de démontrer que (x;)
n’est pas supérieur ou égal a (x;). Soit j tel que x; =0, et x;. = 1. On vérifie
alors que v ‘.

/ - - —
p¥ ;- x3)+ P (x4 — X))t + (o1 = x5 ) <0

pour la méme raison que précédemment. O

Corollaire 3.3.4. Il existe une seule configuration de Raynaud faisant
intervenir deux sommets opposés. Elle est de cardinal un si ces sommets sont
©,...,0)e(1,. ., 1) et de cardinal deux sinon.

Démonstration. Combiner les lemmes 3.3.2 et 3.3.3. O

: 1 1 .
Exemple 3.3.5. Lorsque d = 2 on a inf{(0, 1),(1,0)) = (m,m).

Lorsque d = 3, inf{(0, 1,0), (1,0, )} = (ZZE25, 22422l g).

Considérons maintenant un schéma en groupes fini et plat G sur § =
Spec(Of) de rang p*¢, muni d’une action de kr qui en fasse un kp-vectoriel
de dimension deux et qui soit isomorphe a son dual de Cartier de maniére
kp-linéaire. De tels groupes proviendront ‘par exemple de la p-torsion de
variétés de Hilbert-Blumenthal pour Of. Soit Hy, H et H3 trois sous-groupes
distincts de Raynaud de G (sous-groupe de Raynaud signifie sous-groupe fini
et plat fermé de G de rang p¢, stable sous I’action de Or), numérotés dans
un ordre indifférent. ' |

Lemme 3.3.6. Ona Hs > inf(H;, Hp}.

Démonstration. Dans le kr-espace vectoriel de dimension deux abstrait
G(K ), on peut supposer le groupe Hj (K ) engendré par un élément x, le
groupe Hy(K) engendré par un élément y et Hz(K) engendré par x + y.
On a un morphisme de somme H; x H, — G[p] qui est un isomorphisme
génériquement. Considérons le morphisme inf{H;, Hp} vers H; x Ha,
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appliquant un générateur de inf{H), H>}(K) sur (x,y). Le morphisme
composé inf{Hy, H,} - Hj x H, — A[p] apourimage H;. O

On va maintenant s’intéresser 2 tous les sous-groupes de Raynaud de G en
méme temps.

Corollaire 3.3.7. L’ensemble des classes d’isomorphismes de sous-groupes
de Raynaud de G forme une configuration de Raynaud (Py, ..., Py) de
cardinal 0 < N < d. De plus il existe un unique sous groupe appartenant
chaque classe d’isomorphisme P; pour i > 1. /

Démonstration. Soit Hy, Hp, H3 trois sous-groupes de Raynaud distincts.
On vérifie facilement grice au lemme précédant que inf{H;, Hy} =~
inf{Hy, H3} ~ inf{H,, H3}. Notons donc inf cette classe d’isomorphisme.
Si C est une classe d’isomorphisme de sous-groupes de Raynaud de G
vérifiant C > inf alors C est réduite & un élément. En effet, si elle
possédait deux élément, disons H et L, on aurait inf{H,L} = C = inf,
ce qui est absurde. Par conséquent, inf et les classes d’isomorphismes de
sous-groupes de Raynaud de G forme une configuration de Raynaud, disons

(Py = inf, Py, ..., Py). Comme N < d et que les classes d’isomorphismes
Py, ..., Py sont de cardinal 1, il existe des sous-groupes de Raynaud de G
dans Py. O

Disons que G est ordinaire s’il est isomorphe a kr X (kg ® fp) sur S.

Corollaire 3.3.8. Supposons qu’il existe deux sous-groupes de Raynaud
H et H' de G de coordonnées des sommets opposés du cube. Alors les
classes d’isomorphismes de sous-groupes de Raynaud de G forment une
configuration de Raynaud de cardinal un si G est ordinaire et de cardinal
deux sinon. De plus, dans ce dernier cas les groupes H et H' sont uniques
dans leur classe d’isomorphisme.

Démonstration. La premiere assertion résulte du corollaire 3.3.4. Le fait
que H et H’ soient uniques dans leur classe d’isomorphisme si on a une
configuration de Raynaud de cardinal deux résulte de 3.3.7. U]

3.4 Surconvergence

Nous allons montrer que le lemme 3.3.3 et le corollaire 3.3.8 s’étendent par
continuité a des sommets < presque opposés 3> du cube. Nous noterons
1 =(,...,1) € [0,1]¢ et pour tout sous-ensemble W de [0, 1]%, nous
noterons 1 - W={1—-x|xe W}. T
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Lemme 3.4.1. Soit Z un sommet de [0, 109, 1l existe un voisinage W de Z
dans [0, 1) tel que pour tout point x = (x;) € W,y = (3)) € 1 — W,
on a Hi(x) # Hi(y) pour tout i. De plus, si Z # (0,...,0) ou
Z #(,...,1), il existe ¢ > 0 dépendant de W mais pas de x et y tel que
deg(inf{(x;), (yi)}) < inf{deg((x:)), deg((y:))} — e.

Démonstration. Le lemme 3.3.3 garantit que I’énoncé est vrai lorsque x = Z.
La condition ‘H;(x) # H;(y) pour tout i est ouverte pour la topologie réelle
de ([0, 1]")2. Il existe donc un voisinage W de Z dans (0, 1}9 tel que cette
condition reste satisfaite sur W x 1 — W. Toujours d’apres le lemme 3.3.3 et
la proposition 3.2.1, si x = Z est différent de (0,...,0)ou (1,...,1) ona
deg(inf{(x;), (1—x;)}) < inf{deg((x;)), deg((1—x;))}. Par continuité, il existe
donc & > 0 et W un voisinage de Z dans [0, 1]¢ tel que deg(inf{(x;), (y:)}) <
inf{deg((x:)), deg((:))} — e pour (x,y) e W x 1 - W. O

Corollaire 3.4.2. Soit Z un sommet du cube. Il existe un voisinage W de Z
dans [0, 11% tel que s’il existe deux sous-groupes de Raynaud H et H' de G de
coordonnées respectives dans W etdans 1 — W, les classes d’isomorphismes
de sous-groupes de Raynaud de G forment une configuration de Raynaud
de cardinal un si Z = (0,...,0) ou (1,...,1) et de cardinal deux sinon.
De plus, dans ce dernier.cas les groupes H et H' sont uniques dans leur classe
d’isomorphisme. Dans ce dernier cas, il existe également ¢ > 0 dépendant
Jjuste de W tel que deg(inf(H, H')) < inf{deg(H), deg(H')} — «.

Démonstration. 11 suffit de prendre W comme dans le lemme 3.4.1 et
d’appliquer le lemme 3.3.2 et le corollaire 3.3.7. O :

4. Géométrie et dynamique

4.1 Schémas de Hilbert

Le corps F désigne toujours une extension totalement réelle de Q de
degré d > 2 et d’anneau d’entiers Or dans lequel p est inerte. On note
F, la complétion p-adique et kr le corps résiduel associé. On identifie
Gal(F,/Qp), Gal(kr /F ) et Z/dZ en envoyant le Frobenius arithmétique en
p sur 1. Le corps K est toujours une extension finie de Q,, qui contient Fp,
d’anneau d’entiers Ok, d’uniformisante # et de corps résiduel F. On note v
la valuation de K normalisée par v(p) = 1.

Définition 4.1.1. Un schéma abélien de Hilbert-Blumenthal (SAHB) sur
un schéma S est un schéma abélien A sur S de dimension d muni d’un
plongement O <> Ends(A).
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Soit N > 5 un entier premier & p. Notons ¢ la différente de F. Soit ¢ un
idéal fractionnaire de F. On note c¢* le cone des éléments totalement positifs
de ¢. Notons Y1, (), — Spec(Z[1/N7) le schéma dont les S-points sont les
classes d’isomorphismes des triplets (A, i, ¢) ou

i. A estun schéma de Hilbert-Blumenthal sur S,
ii. 1:571®z un <> A[N] est une injection de groupes étales,
iii. ¢ est une c-polarisation de A.

Dans cette définition, une c-polarisation est un homomorphisme
Opr-linéaire ¢ : ¢ — P(A), ou P(A) est le Op-module projectif de rang 1
des morphismes symétriques f : A — A’, tel que ¢ envoie ¢t dans le cone
des polarisations P+ (A) et induise un isomorphisme A ®o;, ¢ 5 AL qu’on
note encore ¢.

Soit {c;} des représentants du groupe de classe CI(F)*, qui est le
quotient du groupe des idéaux fractionnaires par le sous-groupe des
idéaux principaux engendrés par les éléments totalement positifs. On note
oy = 1 Yry(nv),¢;- Ce schéma est indépendant du choix des {c;} a
isomorphisme non unique prés. Plus précisément, étant donné deux idéaux
fractionnaires ¢ et ¢’ et 1 € F*' totalement positif tel que ¢/ = 1 - ¢, on
obtient un isomorphisme [A] : Y1 (v),c = YT,(wv),¢ qui dépend de A (en effet,
on peut toujours multiplier 4 par une unité positive).

Remarque 4.1.2. Sil’ensemble 1_0? contient un nombre rationnel, alors
il en contient un unique, disons A,. Le rationnel 1,4 fournit' alors un
isomorphisme canonique entre Yr, (), €t Y1, (), ¢

Soit Y1, (vnre(p) — Spec(Z[1/N]) 'espace de modules dont les S-points
sont les classes d’isomorphismes de données (A,:,¢, A’,/, ¢, a) ou le
triplet (A, 1, ¢) est un point de Yr,(y),c; pour un certain idéal c;, le triplet
(A’,7, ¢') estun point de Yr,(n),; pour le méme indice jeta : A — A’ est
une isogénie O f-linéaire vérifiant h

a'od/oa=¢op.

On note H <> A[p] le noyau de a. C’est un groupe de rang p? stable sous
I’action de OF.

Lemme 4.1.3. Le schéma en groupes fini et plat H est de Raynaud
sur Yr (nynro(p) X Spec(Zp).

Démonstration. 11 faut vérifier par définition que H satisfait la condition (%)
de [Ray, p.246]. C’est le cas si YT, (n)nry(p) €St plat sur Spec(Zp). Mais la
_théorie du_modele local (voir [St]) montre que lecalement pour la topologie
étale, le schéma Y1 (n)nry(p) est donné par les équations x1-y1 = p, ..., Xr -
yr = p entre les variables xj, y1,..., x4, yga pour r < d. Sa platitude est
alors évidente. O



370 Vincent Pilloni et Benoit Stroh

4.2 Les fonctions degrés ‘

Nous noterons désormais X = Yr,(N)nro(p) XSpec(zii/ny) Spec(Ok) et Y =
Yr, vy X spec(zi1/N1) Spec(Ok). Nous noterons également X la complétion de
formel de X le long de sa fibre spéciale et Xy la fibre rigide de X. Nous
n’utiliserons pas les notions similaires pour Y.

Nous disposons du schéma abélien A sur X et de H C A[p] qui est un
sous-groupe de Raynaud. Considérons wy le faisceau conormal 2 la section
unité de H. On peut le décomposer selon les plongements de kr dans IF
en wy = @®; wp,. Posons §; = Fitty wy,i+1 ou Fitty désigne le 0-éme
idéal de Fitting. C’est un faisceau inversible d’idéaux de &. Soit 5’Xﬁg le
‘sous-faisceau de O, des éléments de norme sup inférieure a 1. Les faisceaux
d; induisent sur Xz des faisceaux d’idéaux inversibles

5,“ C éxrig
et pour tout x € Xy on peut considérer le rationnel deg; H(x) = v(J;(x)).
On dispose ainsi de fonctions :

deg; : Xnig — [0, 1]
x > deg; H(x)

d’une fonction

DEG : Xyig — [0, 1}
x > (deg; H(x))1<i<d

et d’une fonction .
deg: Xz — [0,d]
' x> deg H(x) = Zdegi H(x)
i

Toutes ces fonctions sont continues et sont localement égales a la
‘valuation p-adique de fonctions analytiques. De plus, I’image inverse par
n’importe laquelle de ces fonctions de tout sous-ensemble de [0, 119 défini
par un nombre fini d’inégalités affines est un ouvert de Xz. Cette image
inverse est quasi-compacte si les inégalités sont larges et définies par des
hyperplans rationnels de [0, 1]¢. Pour tout (v;) € [0, 1]¢, nous noterons
X>@w) = {x € Xig | DEG(x) > (v;)}. Pour tout » € [0, d], on pose de
méme X>, = {x € Xyg | deg(x) > v}. On utilisera également la notation
X5y = {x € Xijg | deg(x) > v}

Remarque 4.2.1. La fonction deg est déja définie dans [Fa]. Les fonctions
deg; méritent le nom de <« fonctions degré partielles >>. Elles peuvent
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étre définies de la méme mani¢re pour tout groupe fini et plat ayant une
structure k g-vectoriel sur un schéma formel admissible. -

Pour toute strate Z du cube on note Xz I’image inverse de Z via DEG dans
Xng.

4.3 Correspondance de Hecke

Soit C — Spec(K) I’espace de modules dont les S-points sont les classes
d’isomorphisme de quintuplets (A, i, ¢, H, L) ol A est un schéma abélien de
Hilbert-Blumenthal sur S, i est une structure de niveau de type I'1(N), ¢ est
une c;-polarisation pour un indice j, et H et L sont des sous-groupes de A{p]
de rang pd stables sous I’action de OpF vérifiant L N H = {0}.

On dispose de deux projections étales p1, p2 : C — Xk ou p; est 'oubli
de L et py envoie (A,i,¢, H, L) sur (A/L,i’,¢', A[p]/L) ol i’ est la
structure de niveau N image de i et si ¢ est une c-polarisation de A alors
¢’ est la c-polarisation induite sur A/L. Remarquons que A/L est en fait
muni d’une p - ¢-polarisation mais la division par p permet de la transformer
canoniquement en une c-polarisation.

L’ analytifié Cy, dans le sens de [Be, par.0.3] est muni de deux morphismes pj
et pa vers I’analytifi€ Xy, qui contient Xrg. On note

Cr'ig = Can Xpi, Xan Xrig

qui est toujours muni de deux morphismes py, p2 : Crig = Xrig. Soit P(Xyig)
I’ensemble des parties de X . On dispose d’une application

Up : P(Xrig) — P(Xiig)
S+ prop;l(s)

Rappelons la proposition classique suivante:

Proposition 4.3.1. Soit g : T — S un morphisme plat d’espaces rigides
quasi-compacts. Le morphisme g envoie les ouverts quasi-compacts de T sur
des ouverts quasi-compacts de S.

Démonstration. Voir [Bo], coro 2, page 182. O
~  Corollaire 4.3.2. - L’application Uy ~envoie—les- parties~-finies ~dans- les -

parties finies, les ouverts zariskiens dans les ouverts zariskiens, les ouverts
admissibles quasi-compacts dans les ouverts admissibles quasi-compacts.
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4.4 Contraction et points spéciaux

Nous allons a présent étudier le comportement dynamique de 1’opérateur U,
agissant sur Xig.

Proposition 4.4.1. Pour tout (v;) € [0, 114, on a Up (X>0)) C X>()
De méme, pour toutv €0,d), ona U, (Xz,,) C X5y

Démonstration. Ces assertions_se testent point par point. Comme U, agit
sur un point de X, en agissant par des isogénies sur le schéma abélien
correspondant, la premiére partie de la proposition est juste la définition de la
relation d’ordre > sur les schémas en groupes de Raynaud et sa caractérisation
via DEG fournie par la proposition 3.2.1. La seconde partie provient de la
premiére en sommant sur les indices 1 < i < d et divisant par Zz;(l) Pk,
compte tenu de la définition de la relation d’ordre > sur [0, 179 et du fait
que deg = Z;j:‘l deg;. O

Des énoncés plus fins sont en fait vrais.

Proposition 4.4.2.  Soit L une extension finiede K etx = (A, H) € X(OL).
Soit N un entier > 1. S’il existe y € UZ,V ({x}) tel que deg(x) = deg(y) alors

i. H est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1,
ii. il existe un groupe de Barsotti-Tate tronqué Gy C A[p™]d’échelon N,
de hauteur d, stable sous U'action de O, tel que I’application naturelle

Gy x H = A[pM

soit une immersion fermée,
iii. il existe (x;) € (0,1}¢ tel que DEG(H) = (x;) et DEG(Gn[p]) =
(1= xp).

Démonstration. On obtient d’aprés les propriétés i et iii en adaptant

[Pi, prop.2.4] pour tenir compte de I’action de Of. On obtient également

potentiellement la propriété ii. Il existe donc une extension finie L’ de L et un

groupe de Barsotti-Tate tronqué Gy C Ag,, [p™] sur Spec(Qy+) d’échelon

N, de hauteur 4, stable sous 1’action de OF, tel que I’application naturelle
Gy x Ho,, = Ao, [p"]

‘§0it une immersion fermée.

Pour éviter au lecteur de consulter [Pi], rappelons I’argument et son
adaptation au cas d’une action de Q. On utilise librement les propriétés
de base de la fonction degré de [Fa]. Il existe pour 0 < i < N un
point x; € Xyig tel que xo = x, x;41 € Up({x;}) lorsque 1 < i < N —1
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et xy = y. Quitte 2 étendre L en L', on peut supposer que x; € X(Oy).
II existe également une suite de groupes finis et plats L; sur Spec(Oyp/) tels
que x; = (A/L,,Im(H — A/Ly)) pour tout i. Ona L;—y C L;et L;
est de rang p% muni d’une action de O qui en fait un O/ p’-module
libre de rang un. Comme deg(x) = deg(y) et que le degré augmente par
isogénie, on obtient deg(x) = deg(x;) pour tout i. Le degré détectant les
isomorphismes sur Spec((; ) parmi les morphismes sur Spec(Q;) qui sont
_des isomorphismes sur Spec(L’), on obtient pour tout i un isomorphisme
H ~ Im(H — A/L;) stable par I’action de O sur Spec(Op/). On obtient
en particulier un isomorphisme Og-linéaire H x L;/L;—1 =~ (A/Li_D(p]
sur Spec(Qy/). Posons Gy = Ly. Si N = 1 on en déduit que G, est un
groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon un stable par Op. Si N > 1,
on obtient deg(H) = deg((A/Li-1)[p]) — deg(Li) + deg(Li-1) =
d —deg(L;)+deg(L;—1) car le degré est additif sur les suites exactes courtes.
Pourtous 0 < j <i < N, la suite courte Op-linéaire

J
0—G;— G5 Gioj—0

est exacte en fibre générique. Elle est donc exacte sur Spec(O;/) puisque
deg(G j)+deg(G;-;) = deg(G;) d’apres la formule précédente. On en déduit
que G y est bien un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon N, de hauteur
d, stable sous ’action de Op. 1l est clair qu’on dispose d’une immersion
fermée Gy X HO,, - AOL, [pN ]. En particulier, G| est isomorphe au dual
de Cartier de H et donc DEG(G1) = (1 — x;) (voir [Ray], rem. 1.5.3).

11 s’agit finalement de prouver que G y est en fait défini sur L. Commengons
par traiter le cas N = 1. On peut supposer L’/L galoisienne. Soit 0 €
Gal(L’/L). Notons G{ le tordu par ¢ de G;. C’est toujours un groupe de
Barsotti-Tate tronqué sur Spec(QO;/) inclus dans Ae,, [p] et il est stable par
I’action de OF car L contient F,, par hypothése. Il existe un isomorphisme

G{ x Ho,, = Ao,[p]

sur Spec(Qy/), ce qui montre que DEG(G{) = (1 — x;). D’aprés le
corollaire 3.3.8, on en déduit que G{[p] = Gil[p] comme sous-groupe de
Ao, [p]l. Ainsi G est bien défini sur Spec(OL) tout comme son plongement
dans A[p].

On raisonne par récurrence sur N pour traiter le cas général. Supposons
que le groupe Gy relatif n’importe quel point x’ = (A’, H’) vérifiant les
hypothéses de la proposition est défini sur L et montrons que c’est le cas
de Gy relatif a x = (A, H). Posons x’ (A/Gl , H/G) qui est bien défini
-~ sur L. Le groupe Gy télatif 2 x est alors l’i 1mage inverse du groupe Gy_)
relatif & x’ par I’isogénie A — A /Gy etil est donc défini sur L. O



374 Vincent Pilloni et Benoit Stroh

Définition 4.4.3. Soit Z = (x;) € {0, 1}¢ un sommet du cube. On appelle
point spécial d’ordre N de Xz un point x € Xgz. qui vérifie les hypothéses
de la proposition 4.4.2 pour U’entier N. Le lieu spécial d’ordre N de Xz est
I’ensemble des points spéciaux d’ordre N. :

On note Sz (N) le'licu 'spécial'd’ofdfe N de’'X7:Onabienstir Sz(N +1) C
Sz(N).

Proposition 4.4.4. Le lieu spécial de Sz (N) est un ouvert quasi-compact de
Xz. Si Z est différent de (1, ..., 1), il existe un sous-groupe spécial

Gy C A[p™] xx,, Sz(N)

localement libre de rang un comme Or ] p™ Op-module dont la fibre en tout
point de Sz (N) soit le groupe construit dans la proposition précédente.

Démonstration. Si Z = (1,...,1) on a Sz(N) = Xz pour tout N et la
proposition est claire. Supposons donc Z # (1,...,1) et commengons par
traiter le cas N = 1. Soit Cz(1) I’ouvert quasi-compact de Ciig ou H a
pour coordonnées (x;) et L pour coordonnées (1 — x;). Son image par le
morphisme étale py est Sz(1), c’est donc un ouvert quasi-compact. D’aprés
le corollaire 3.3.8, le morphisme étale p; : Cz(1) — Sz(1) a des fibres
géométriques de cardinal un. C’est donc un isomorphisme et il admet un
inverse qui fournit une section s de Sz(1) dans Cyy. L'image inverse du
groupe universel L sur Cyg par s est le groupe G cherché sur Sz(1).

Traitons maintenant le cas général par récurrence. Supposons donc la
proposition démontrée pour N — 1 et vérifions 1a pour N. Au dessus de
Sz(N — 1), on dispose donc d’un groupe Gy—_1. On peut donc considérer le
morphisme Sz(N — 1) — Xz donné par (A, H) > (A/Gi, H/Gy). Alors
Sz(N) est I'image inverse de Sz(N — 1) par ce morphisme, et le groupe
Gy sur Sz(N) est 'image inverse du groupe Gy—1 sur Sz(N — 1) par ce
morphisme. O ' C

Remarque 4.4.5. Lorsque Z = (0,...,0), on a alors Xz = Sz(N) pour
tout N et Gy est le sous-groupe canonique d’échelon N. La proposition
~ précédente est bien connue dans ce cas.

En dehors des points spéciaux, on a de bonnes propriétés de contraction
de la correspondance vers le tube multiplicatif ordinaire X(j, . 1). Nous
utiliserons la proposition suivante.

Proposition 4.4.6. Soitn € N, 0 < n < d— 1. Soit n,u € R
0 < 5y < u < 1. Il existe un entier N € N tel que

Uév (X3n47) C Xontu-
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Démonstration. La fonction degré augmente strictement apreés application
de Up sur X>p 45\ X>n+, grice ala proposition 4.4.2. Comme X > ;44\ X5 n+p
est quasi-compact et que la fonction degré est localement la valuation d’une
fonction analytique, il résulte du principe du maximum qu’il existe ¢ > 0 tel
que pour tout X € X>,1,\X5n4p, ettouty € Up({x}), deg(y) > deg(x) +e.
Il en résulte que UZ’ (X2n+,,) C X>ptgame U X>pyy pour tout m > 0.
On en déduit le résultat. O

4.5 Surconvergence des groupes spéciaux

Tout comme le sous-groupe canonique surconverge dans un voisinage strict
du lieu ordinaire, on a aussi surconvergence des groupes spéciaux sur des
voisinages stricts des ouverts-quasi compacts Sz(N) pour Z un sommet
de [0,1]9 et N > 1 un entier. Nous allons en fait exhiber des voisinages de
surconvergence ayant une allure précise, bien que dépendant de bornes non
quantifiées. Quantifier précisément de telles bornes nous serait inutile. Pour
tout point P € R4 et t € [0, d] notons

Vp: = {x € [0, l]d [ x > Petdeg(x) < t}

et X>p < = DEG}(Vp)).

Lemme 4.5.1. Ona Up(XZP,St) C XEP,ft U th pour tout P e Rd
ett €[0,d].

Démonstration. Immédiat par la proposition 4.4.1. O

Lemme 4.5.2. Soit Z un sommet de degré r et (P,) € RN une suite
croissante (au sens de la relation d’ordre <) tendant vers Z pour la topologie
standard. On suppose de plus que pour tout n € N, Z est dans interieur de
la pyramide d’équatior. (x;) > Py,. Les ouverts

{XZPn, 5,«+%}IIGN
Jorment un systéme fondamental de voisinages stricts de X z.

1 etdonc

Démonstration. Le sommet Z est bien dans ’intérieur de VP,; -
’ n+1

X Py, <rtshy

est un voisinage strict de Xz. Remarquons que pour tout point P € R¢,

Thyperplan_de R? d’équation deg P = 3, x; intersecte la pyramide o
~ d’équation (x;) > P au seul point P. Il en résulte que les
VP,,, r+ n]?
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forment une suite décroissante de compacts de R¢ d’intersection Z. On en
déduit que pour tout voisinage ouvert U de Z dans [0, 11, il existe 7 tel que
Vo L C U. Par un argument identique a celui de la prop. 4.3.5 de [Pi]

(lui-méme décalqué de la prop. 1.2.2 de [Be]), on voit que les DEG™1(U)
ot U parcourt les voisinages ouvert de Z dans [0, 114 forment un systéme
fondamental de voisinage stricts de X z. Par conséquent, les

{XEPH: S'”Fﬁ }neN

forment un systéme fondamental de voisinages stricts de Xz. O

Lemme 4.5.3. Soit Z un sommet de degré r < d — 1. Il existe un voisinage -
strict W de Xz dans X qui vérifie les propriétés suivantes:

i. pour tout x = (A, H) € W tel que Up,(x) N W # @, P'ensemble des
sous-groupes de Raynaud de Alp] forme une configuration de Raynaud
de cardinal 2 sir > 1 et de cardinal 1 sir = 0,

ii. dans la situation de i, H posséde un supplémentaire privilégié G tel que
DEG(G)) € 1 — DEG(W), et tout sous-groupe de Raynaud de A[p]
différent de H et G| est isomorphe a inf{H, G1}, '

iii. dans la situation de i, il existe ¢ > 0 dépendant juste de VYV mais pas de x
tel que deg(inf{H, G1}) <d —r —&.

Démonstration. Soit W un voisinage arbitraire de Z dans [0, 11¢. Posons
W = DEG (W) qui un voisinage ouvert de Xz dans Xrig. Soit x =
(A, H) € Xig tel que Up(x) N W # @. Il existe donc un sous-groupe
de Raynaud H’ de A[p] tel que DEG(H) €¢ W et DEG(H') ¢ 1 — W
(car DE G(A[pl/H') € W). 1l suffit alors de choisir W comme dans le
corollaire 3.4.2.

Remarquons que quitte & choisir pour W un voisinage de Z dans [0, 11 de
forme polyédrale délimité par des hyperplans définis sur (Q, on peut supposer
que W est un voisinage strict quasi-compact de Xz. O

Dans le reste de cette partie, on fixe un sommet Z de degré < d — 1. Fixons
un voisinage strict quasi-compact {{z C W de la forme X p, <, du sommet
Xz ouu €]r,r + ¢[ (ou € a été défini dans le lemme précédent). Il existe
d’apres le lemme 4.5.2. Posons Uz (N) = {x € Uz | U} (x) NUz # @} pour
tout N > 1. Posons aussi /7 (0) =

Proposition 4.5.4. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

i. Uz(N) est un ouvert quasi-compact pour tout N € N;.
ii. Sz(N) CUz(N) pour tout N € N>;.



Surconvergence et classicité : le cas Hilbert 377

iii. Uz(N) C Uz(N — 1) pour tout N € N3;.
iv. 1l existe un sous-groupe

Gy c Alp™M X X g Uz (N)

qui est localement libre de rang un comme Op/p™ Op-module, qui

vérifie H NGy = {0} et dont la restriction a Sz(N) est le groupe spécial

d’échelon N construit précédemment.

v. La correspondance U, est la réunion U U U, o P sur Uz (1) ou Uy p est
la correspondance <« diviser par le groupe speczal > et Uy p P est son
complementalre

vi. On a U Uz(NY) € Uz(N — D et UnSp Uz(N)) C X>y pour tout
N e N>1
. Ona USP(UZ(N)\UZ(N+1)) C Uz (N —=D\Uz(N) pour tout N € N>y.

Démonstration. Chaque Uz (N) est image inverse d’un ouvert quasi-compact
par une correspondance finie et donc est quasi-compact. Cela prouve le point i.
Le point ii est évident. On vérifie que U, (x) NUz = @ = Ul%(x) NUz =0
et on en déduit le point iii.

Pour démontrer le point iv on commence par supposer N = 1. Pour tout
point x = (A, H) € Uz(1) on dispose d’aprés le lemme précédent d’un
unique supplémentaire G de H tel que DEG(G) € 1 — DEG(U{z). Notons
Cz(1) louvert quasi-compact de Cig ot (A, H) € Uz(1) et DEG(L) €
1 — DEG({{z). On obtient un morphisme étale Cz(1) — Uz(1) dont les
fibres géométriques sont de cardinal un. Il posséde donc une section qui
fournit le groupe Gi voulu sur Uz(1). Lorsque N > 1, on raisonne par
récurrence. Supposons donc Gy construit sur Uz (N — 1) et cherchons a
construire Gy sur Uz (N). Considérons le morphisme Uz (N — 1) = Xy
donné par (A, H) — (A/G1, H/G)). Alors Uz(N) est I'image inverse de
Uz (N — 1) par ce morphisme, et le groupe Gy surl{z(N) est ’image inverse
-du groupe G y_ sur Uz(N — 1) par ce morphisme. )

Au dessus de Uz(1) on a donc U, = U} U U,P ol en termes
modulaires U,, divise par le sous-groupe Gj. Cela prouve le pomt v. Le

fait que U Sp(Z/{z(N)) C X5, provient de la définition de U P et des

lemmes 4.5.1 et 4.5.3, iii. Les autres assertions des points vi et vii sont
évidentes. O

On peut faire surconverger plus encore les groupes spéciaux.

Proposition 4.5.5. 1] existe un voisinage strict U,(N) de Uz (N) dans Uz et

“un sous-groupe Gy C Al plf’ 1% X, U5 (Nyqui est localement libre de rang un- .

comme OF | p™ Op-module, qui vérifie H N Gy = {0} et dont la restriction
aUz(N) est le groupe Gy construit précédemment. Il existe ¢’ > 0 tel que
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pour tout x € Uy (Z) et tout sous-groupe de Raynaud L C Ax[p] différent
de H etde Gy[p]on aitdeg(L) <d —r —¢'.

Démonstration. Considérons I'espace Cpn,ig sur Xy qui paramétre les
sous-groupes Ly dé AlpM qui sont des sous O g-modules localement libres
de rang un sur Op/pN vérifiant HNLy = {0}. La projec‘:’tio'r'l'p']v,l Y CN rig -
' Xrig est finie étale. La donné de G » fournit une section s de py,;1 sur Uz(N).
Comme Uz(N) est quasi-compact, I’existence d’un voisinage strict U2 (N)
de Uz (N) dans Uz et d’une section s’ prolongeant s sur L{’Z(N) résulte de la
proposition 2.2.4. L’image inverse du groupe universel Ly sur Cy sig par s’
fournit le groupe G y sur U5 (N).

11 reste a vérifier I’assertion de degré. Soit f : Cy rig = Crig le morphisme
au-desus de Xz fourni par Ly + L n[p]. D’apres le pointiii dulemme 4.5.3,
il existe ¢ > 0 tel que le degré de L soit < d — r — & sur le complémentaire
dans p,‘1 (Uz(N)) de I'image par f de s(Uy(Z)). Quitte a rapetisser U, (N), -
il est clair qu’il existe 0 < &’ < ¢ tel que le degré de L soit <& —r — ¢’ sur
le complémentaire dans pl‘l (U (N)) de I'image par f de s}, (Z)). O

Sur tout ouvert ol le sous-groupe spécial surconverge on décompose la
correspondance de Hecke U, en U, = U ,S,p U U,™. Cela vaut en particulier
sur U7 (N). Fixons maintenant v €], r + &'[.

Lemme 4.5.6. Quitte a rapetisser les Uy, (Z), on peut conserver le méme ¢’
vérifiant les conclusions de la proposition 4.5.5 et supposer que

i. OnaU’Zs(N) C Uy (N — 1) pour tout N € N5 .
ii. Ona U (UL(N)) C Uy(N —1)et U,™ (U (N)) C Xsp pour tout

NGNEI.

Démonstration. Montrons juste que U;Sp (U’Z(N)) C X>p, pour tout
N € N;; sans méme avoir a rapetisser Uy (Z). Par définition U;Sp
divise par les sous-groupes de Raynaud L C A[p] différents de H et
de G1 = Gn[p]. Mais ces groupes sont de degré < d — r — ¢’ et on a donc
deg(Alpl/L) >r+¢ =>0. O '

5. Prolengement analytique des formes medulaires
5.1 Formes de Hilbert

Rappelons qu’on a identifié Hom(F, K) = Gal(F,/Q,) ave¢ Z/dZ. A tout
d-uplet (ky, . .., kqa) € Z¢ correspond le caractére

Z ki-i

ieZ/dZ
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du tore Resr;0Gm X spec(@) Spec(K). On appelle poids tout caractere de ce
tore et on identifie ’ensemble des poids avec Z¢ par la régle précédente.
On notera A — A% ’action de k € Z¢ sur Resr/QGm X spec(@) Spec(K).

Définition 5.1.1.  Une forme de Hilbert classique sur X de poids k € Z4
est une loi fonctorielle [ définie sur les Ok-algébres R qui associe a tout
quintuplet (A,i,¢, H,w)/R o (A, i, ¢, H) estun R-pointde X etw € wa/r
est une section non nulle du faisceau conormal le long de la section unité, un
élément f(A,i, ¢, H, w) € R et qui vérifie 'équation fonctionnelle

fW(Ai, ¢, Hdw)=27" f((A,i,¢,H,0) Vie(R®qF)"

Le faisceau conormal w4 du SAHB universel est un O ®z Ox-module
localement libre de rang un. On peut donc le décomposer selon les é€léments
de Z/dZ en somme de faisceaux inversibles

D ous

i€Z/d7Z.
Pour tout ¥ = (ki,...,kq) € Z<, on définit alors le faisceau inversible
o = Q) wf{ ;- Les formes de Hilbert de poids x sur X sont donc par

définition les sections globales du faisceau inversible w* sur X. Notons encore
" I’analytifi€é de @* qui est un faisceau inversible sur X;z. L’énoncé suivant
est une combinaison du <« principe de Koecher >> et du théoreme GAGA en
- géométrie formelle.

Proposition 5.1.2. L’application d’analytification induit un isomorphisme
entre HO(XK, ") et HO(Xrig, ™).

Démonstration. Soit X une compactiﬁcation toroidale de X sur Spec(Ok)
construite dans [La], thm. 6.1. Le faisceau w* s’étend en un fibré inversible
sur X. Le principe de Koecher ([La}, thm. 8.7) garantit que HO(Xk, w* ) =
HY(X k, 0*) et que HO(X xSpec(Qk /"), o) = HO(X xSpec(Ok /z"), ")
pour tout n > 1. On en déduit que HO(X, o) = HO(Z, w*) od X et X
désignent les complétions formelies de X et X le long de leur fibre spéciale.
On a par définition H?(Xrig, ©*) = H%(X, ®*) ®0, K et on conclut par le
théoréme GAGA de EGA I11.4.1.5 qui garantit que HY(X, ) = H(X, *)
puisque le schéma X est propre sur Spec(Qk). O
' %

Définition 5.1.3. L’espace des formes surconvergentes de poids x est le
module

HO(Xx, )T = colimy HO(V, )
_.ou la colimite est prise sur les voisinages strzcts 14 du tube multzplzcatzf
Xq,...,1) dans Xg.

On dispose d’une application de restriction injective HO(Xg, 0*) <
H®(X k, ©*)' dont I’image est par définition I’ensemble des formes classiques. -
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5.2 Opérateur de Hecke

La correspondance U, agissant sur Xy se reléve en un opérateur agissant
sur les formes modulaires. Nous allons rappeler sa définition puis calculer sa
norme p-adique.

5.2.1" Définition,

Rappelons qu’on a défini une correspondance pj, pé : C = Xg. Soit

%1 A — A/L lisogénie universelle au dessus de C. Elle induit un

isomorphisme .
- T* cuA/L/)\(\ > wa/x

ét done-iin morphisme ‘

¥ (k) 1 p30 — pia”

pour tout x € Z4. Pour tout ouvert U de Xrig, con31derons le morphisme

composé

0 : HO (Up(U), o) — H° (p]_l(U), pgw")
\

YW (57 W), pier) B HO (U, o)

On pose alors U, = p’—,,f] p- La normalisation par p~¢ optimise I’intégralité
de I’opérateur U, sur les formes modulaires de Hilbert comme on peut le voir
par un calcul explicite sur letube X(q, .. 1y a I’aide de la théorie de Serre-Tate,
ou bien par un calcul de g-développement.

Explicitons cette définition. Soit U un ouvert de Xz, une fonction
f € HOY(U,(U), @), un point x = (4,1, ¢, HeUK)etw e cuA/K une

différentielle ne s annulant pas. Ona
Uy, @) = ? Z fA/L,! ¢, AlpV/H, o) -
_ Lepy ' {x)
ol ' € Wy, g est définie par la formule 7”0’ = w.

Remarque 5.2.2. L’opérateur U, agit sur ’espace des formes modulaires
surconvergentes de poids x d’apres la proposition 4.4.1.

Soit U un ouvert de Xig. Si un sous-groupe spécial est défini sur U, on
peut de méme considérer les opérateurs Ul,s,p et U ,',’SP : HO(u »(U), ") —
HO(U, »*) définis par les régles

UP(F)(x, @) = #  f(A/G1, 1\ &', Alp)/G1, o)
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et

ns| 1 $ . Y N
UpP(Hx0) = = D FA/LY, 4, Alp)/L, ). -

P Lepy'(x), L#G)
Onaalors U, = Uy’ + Up™.
5.2.3 Calcul de la norme

Soit A — Spec(Og) un SAHB et L C A[p] un sous groupe de Raynaud.
On note (x;) les coordonnées de L via I’application DEG. On a une isogénie
m : A — A/L qui induit une suite exacte de O ®z, Or-modules

ﬂ*
0 — wp/L —> wa — oL - 0.

On peut décomposer cette suite exacte selon les éléments de Gal(F/Q) =~
Z/dZ et on obtient comme composante isotypique une suite exacte courte

ak

0 — wa/L,i — wai —> oL, —> 0.

Cette suite s’identifie 2 la suite
*i—1
00— Of( 5 O,‘( — Ok/px""ok - Q.

Soit Z = (x;) € {0, 1} un sommet du cube distinct de (1 , 1). Soit W un
voisinage de X z sur lequel on dispose de I’opérateur U On définit alors la
~ norme de U? » sur W par

URw = inf{r e R | UF(Hlw = 71flu,0m S € HUF W), o)
On a alors la proposition suivante.  ~

Proposition 5.2.4. Pour tout ouvert V.C Sz(1), sionnote Z = (x1, . .., xa)
ona . i
| ' UPly = pHE k=D s

Pour tout u > 0, il existe un voisinage strict Uz de Xz comme dans la
_proposition 4.5.4 tel que pour tout ouvert V- C U, (1), ona

|U‘SP|V < pd+/1+z.- ki(xi-l'-l)

~——=Démonstration.-L.a norme de USP sur 14 est p (a cause de la normahsatlon) .
multiplié par p~ Z;kidegi (G Op obtient la premlére asseftion” puisque1é = “—
sous-groupe spécial G au-dessus de Sz(1) a pour DEG la famille (1 - x;). -
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Le voisinage Uz construit dans le paragraphe 4.5 dépend du choix originel
- de W un voisinage de Xz dans X rig effectué dans le lemme 4.5.3. On avait
par construction W = DEG™! (W) ot W était un voisinage de Z dans [0, 1.
Comme d’apreés le lemme 4.5.3, on a DEG(G|) € 1 — W sur tous les points
de W dans la situation du point i du Jemme 4.5.3, on peut bien choisir W
assez proche de Z pour que |UF|y < pd+#+Xikiti-i7D) sur tout ouvert
Vcuyl. O

/ 6. Le prolongement analytique

Nous allons démontrer le théoréme suivant, qui est le théoreme 1.1 de
I'introduction.

Théoréme 6.1. Soit f une forme modulaire de Hilbert surconvergente de
poids k = (k1, ka, ..., kg) propre pour I'opérateur U, de valeur propre ap.
Siv(ap) < inf;(k;) — d alors f est classique sur Xk.

L’objet essentiel de cette section sera de prouver le lemme suivant en
plusieurs étapes. On se place sous les hypotheses du théoréme 6.1.

Lemme 6.1.1. Soit 0 < r < d — 1 un entier. Supposons qu’il existe n > Q
et un prolongement de f sur X5,y 1—y Vérifiant toujours I’équation U, (f) =
ap - f. ll existe alors ' > O et un prolongement de f sur X ,_,y qui vérifie

Péquation Up(f)=a, - f. s

Démonstration du théoréme 6.1. 11 existe par hypothese # > O tel que f
soit définie sur X4, et vérifie I’équation Up(f) = a,  f. On peut donc
raisonner par récurrence en utilisant le lemme 6.1.1 et I’on gbtient que f est
prolongeable sur X >0 = Xrig. Sa classicité résulte alors de 5.1.2.

Nous allons démontrer le lemme 6.1.1 en trois étapes: nous allons d’abord
prolonger f jusqu’a X, en utilisant seulement 1’hypothese ap # 0. Nous la
prolongerons ensuite sur des voisinages stricts de Xz pour Z parcourant les
sommets de degré r du cube. C’est I’étape la plus délicate de I’article et les
hypotheses sur le poids et 1a pente apparaissant dans I’énoncé du théoreme 6.1
seront nécessaires. Il sera alors facile de prolonger f jusqu’a X>,—1/2.

6.2 Prolongement jusqu’a X ..,

Considérons le recouvrement admissible

U X>r+,1-,

neN
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de X ,.Soit # > Otel que f soit définie sur X, 1. Parla proposition 4.4.6,
pour tout n € N, il existe N € N tel que U,’,V(X 1) C X5 ry1—54. On définit

>r+
fsur X

1 par la formule

n

>r+

f=a" Ul

On peut faire cela pour tout n € N, ce qui permet d’étendre f a X..,.

6.3 Prolongement sur un voisinage strict d’un sommet de degré r

Soit Z ud sommet de degré r. Employons librement toutes les définitions
et notations effectuées dans la partie 4.5 relativement a Z. Fixons donc un
voisinage strict Uz = X>p, <4 de Z comme dans la partie 4.5 qui vérifie de
plus la propriété que pour tout ouvert V C U (1),ona

sp
Up

ap

<1.
1%

Ceci est loisible d’aprés la proposition 5.2.4 et I’hypothése v(a,) <
inf; (ki) — d.
On définit sur {7, (N) la forme

N-1 v
fvo= D a - (UN o URR()
i=0

pour tout N > 1. Cette formule a un sens car le dernier opérateur par lequel
on compose (prendre garde a ’ordre, qui peut paraitre illogique mais ne 1’est
pas car les opérateurs de Hecke agissent en vérité a droite sur les formes
modulaires) est UESP. Or son image est dans X., d’aprés le point ii du
lemme 4.5.6 et f est définie sur X ,.

On définit sur X > p\Uz(N) la forme

gn = a," - UN(f)

et cette formule a bien un sens car U II,V (X >p\Uz(N )) ¢ X, par définition
deUz(N) etque f est définie sur X ,. On ales compatibilités gy = gny+1 sur
X>p\Uz(N). Sur U, (M)\Uz(N), on a (comparer avec [Pi], rem. 6.3.1.2):

1 s
= g UM
ap TR e e

pourtous1 <M < N.
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Lemme 6.3.1. Les sections gy sont bornées sur X>p\Uz(N)
indépendamment de N > 1.

Démonstration. La norme suprerhum de f; sur UZ(]) est finie par quasi-
compacité et d’autre part Up(X>p\Uz(1)) C X>u La norme sup de f est
finie sur X>, par quasi-compacité. Comme g; = a," - Up(f), la norme

sup de g1 sur X> p\Uz(1) est finie. Soit M = sup{| fi qu(l), 1g11x5 p\Uz (1)} )
On montre par récurrence sur N que |gn|x,,\uz(v) < M. En effet, sur
Uz(M\Uz(N + 1) écrivons

EN+1 =gN+1 —a, LUl ens) + a, YU en+)
= fi+a," - U (gn+1).

Or |a; - U (en+0)luz vz N1y < len+1luz(v- 1)\uz (V) grice au point vii
de la proposmon 454. O

Lemme 6.3.2. La suite | fn |u'7(1v) est bornée et les suites | fy — fn+1 Iu’z(N+1)
etlgn — fn IU’Z(N)\UZ (V) tendent vers zéro lorsque N tend vers Uinfini.

Démonstration. D’apres la formule définissant f, on a

N-1 UosP —d -1
’ < su ‘ U i ' ) =< a . >0
| /v lee, vy i=Ig< (UDY o USP(f) ™ lp™%a, |1 flxs
Ona fy — fn+1 = —a, V=1 (U o UpP(f) et la; V=1 - (UDHN o

UESP( id) Iu/Z(N) tend vers zéro quand N tend vers I’infini puisque

.
Y

ap

<1.

Uz (N)

Onaenfingy — fv = a;N . (U,s,p)N(gN) sur U (N)\Uz(N) qui tend aussi
vers zéro. O '

Pour tout N € N5, on considere le recouvrement admissible {L/z\Uz(N),
U%(N)} de Uz. On dispose d’une forme gy sur Uz \Uz(N) et d’une forme fy
sur U5 (N). Quitte 2 extraire des sous-suites des suites (fy)nen et (g¥)Nel,
on peut supposer par le lemme précédent que gy = fy mod pV & sur
UL(N)\Uz(N) etque fy = fy41 mod pV - & sur UL (N +1). Notons hy le
recollement de fy et gy mod pV - &* surifz. On dispose donc d’un systéme
projectif de sections uniformément bornées (An)nen € HOUz, @* mod p

@"). On peut appliquer le gluing lemma du paragraphe 2.1.2 pour conclure
qu’il provient d’une unique section fz e HO(Uz, w").
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6.4 Prolongementa X_ !

Soit S, ’ensemble des sommets de [0, 1]¢ de dégré r. Notons

Z/{ZXZ;«U U Z/{Z .
ZeS,

On peut prolonger f a I’ouvert admissible (c est le complémentaire d’un
ouvert quasi-compact dans un espace quasi-compact) X>,\ {Jzcs, Xz par la

-1, Up f. On vient également de construire }”z sur Uz pour

formule f = a,

tout Z € S;.

Lemme 6.4.1. Les sections f et fz coincident sur l'intersection de
X \Uze s, Xz et Uz. On peut donc recoller pour obtenir de cette fagon
une section notée encore f surU. Cette section vérifie Up(f) = ap - f.

Démonstration. Soit Z € S,. Posons Uz(oo) = Nylz(N) (vu comme
sous-ensemble de Uz). Pour tout x € Uz\Uz(c0), on a par construction
fz(x) = "N U, N(f)(x) pour N assez grand. Par conséquent, f et fz
coTncident sur (er\XZ) N Uz C Uz\Uz(oco). On peut donc recoller
f et les fz. Vérifions I’équation’ fonctionnelle. Si x ¢ Uzes,Uz(00),
on a U,,f(x) = apf(x) par construction. Si x € Uz(00), fx) =

20a, T (UD o UpP(f)(x) et
Up f(x)= Uy f(x) + Up™ f(x)

o0

=> a7 (U“’)'+1 UpP(N)x) + U™ £ (%)
i=0

= ap f(x).
a

Lemme 6.4.2. [l existe N > O tel que U I’,V X.,_ ! ycu.

Démonstration. Soit V un ouvert quasi-compact de X telque VN Xz = &
_pour tout sommet Z de [0, 119 et VU U = X>r_%. Pour tout x € V et tout

y € Up(x),onadegy > degx d’aprés le point iii de la proposition 4.4.2.
D’apres le principe du maximum, il existe £ > 0 indépendantde x € V tel que

degy > deg x + ¢. Pour tout s > 0, on a donc U;,(X
El

CcUUX

>r— —

On prolonge donc f sur X >r-) | en posant f= a'N U, N(f). Cela termine.- ... _

la démonstration du lemme 6.1.1 et par conséquent du theoreme 6.1.

>r—%+ss‘ '
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7. Extension des résultats au cas non-ramifié

Expliquons comment étendre nos résultats au cas ol p est non ramifié dans F.
On procéde exactement comme dans [Sa] qui traite le cas p totalement
décomposé. Notons p - Or = []i_; =i la décomposition de p en idéaux
premiers dans OF. Notons Fy, la complétion de F ‘en la place 7; puis Oy,
son anneau d’entiers et k,;, son corps résiduel. Posons d; = [Fz; : Qp]
qui est le degré de k,, sur Fp etd = [F. : Q]. Pour tout 1 < i < r, soit
D; = {o.€ Hom(F,Cp)|v(c(n;)) > 0}. On vérifie que les D; forment
une partition de Hom(F, C,) et que le cardinal de D; vaut d;. On fixe un
plongement F < K ou K est une extension finie de Q, incluse dans C,,
telle que tout plongement de F dans C, est & valeur dans K.

On reprend toutes les notations en cours dans cet article, en particulier
celles de la section 4.1, mais on ne suppose plus que p est inerte dans F.
Ainsi Y désigne toujours la variété de Hilbert-Blumenthal de niveau I'{ (N)
sur Spec(Qk) qui paramétre des triplets (A, i, ¢) et X désigne toujours la
variété de Hilbert-Blumenthal de niveau I'y (N) N T'o(p) sur Spec(Ok) qui
parameétre les quadruplets (A, i, ¢, H) ot H C A[p] est un sous-groupe fini
et plat qui est un Of/p-module libre de rang un. Une adaptation évidente
du lernme 4.1.3 montre que X est plate sur Spec(@Qx). La condition (sx)
de Raynaud sera donc toujours vérifiée. Le principe général est que tous les
objets p-adiques se décomposent en morceaux indexés par 1 <i <r.

Lemme 7.1. 1l existe sur Y un isomorphisme canonique A[p®°] =
IT;., Alz ] entre groupes de Barsotti-Tate. Ce morphisme est équivariant
sous l’action de OF lorsque cet anneau agit sur A[x®] via son plongement
dans Oy,. Il existe sur X un isomorphisme canonique H = H,;l H(x;]
stable sous ’action de Op. Le groupe H[x;] est un groupe de Raynaud

en ky, -vectoriels sur X.

7.2 Géométrie en niveau iwahorique

Pour tout anneau d’entier O d’une extension finie non ramifiée de Q,,
notons BT le champ formel sur Spf(Z,) qui paramétre les groupes de
Barsotti-Tate G de dimension le rang de O sur Z, munis d’une action de
O et d’une polarisation principale (J-linéaire. Notons BTi(,‘)” le champ formel
qui parametre les groupes de Barsotti-Tate G comme avant munis d’un
sous-groupe de Raynaud H C G[p] en k-vectoriels, ou k est le corps résiduel
de @. On dispose grice au lemme 7.1 de morphismes

V. Y-’lilBTO,,i

i=1
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(A i, ) . (A[n°°])1<l<r

X——>HB O,

(Aa l’ ¢’ H) = (A[”ioo]; H[”!])

I<i<r

Ces morphismes sont formellement étales d’apres la théorie de Serre-Tate.
Par conséquent la géométrie p-adique locale de X est similaire a celle d’un
produit de r variétés de Hilbert associées a des corps totalement réels de degré
d; dans lesquels p est inerte. Introduisons dans cet esprit quelques notations.
On a une application

,
DEG : Xdg — [ ] 10, 13
=1

(A,i, ¢, H) > (DEG(H[7:]))1<i<r

et une application induite par les sommes partielles des coordonnées

,
deg : Xig — H[o, di]
i=l

(A, i, ¢, H) — (deg(H[”f]))lfiSr'

Pour tout (v)i<i<r € []; (0,d;] on note X> () l'image inverse via
’application deg du fermé []; [vi, di]1de ], [0, di].

7.3 ‘Formes modulaires et opérateurs de Heck&gur X

Le faisceau conormal ws de A sur X se décompose selon les élément
o € Hom(F, K) en
= P our-
[

Pour tout d-uplet k = (k,;) € ZH™FK) on pose o = @, a)’/;”’”. Les
sections globales de ce faisceau- inversible forment le module des formes
modulaires de poids x sur X. Les formes modulaires surconvergentes de poids -
x sont les sections du faisceau @™ définie sur un voisinage strict du tube
ordinaire multiplicatif X>(q4,,....4,) dans Xyg. 4
Supposons que (A,:, ¢, H, w) est un point ¢;-polarisé de X et que
L C Afn;] est un sous-groupe de Raynaud en. kg, -vectoriels pour un

B S SO Y _D631gnons par ¢ la w; - ¢ j-polansatlon induite sur A/L.

La famille (A/L,? qS"!T{Tﬁ’) e définit-done-pass) 1mn_1éd1atemer_1t un point )
de X. 1l faut auparavant choisir un €lément &; ; de F *+ tel que les jdéanx—===
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fractionnaires ¢; ; - ¢k, j) et ; - ¢; soient égaux pour un certain indice k(i, j)
dans CI*(F). Le choix de & ; n’est unique que modulo les unités totalement
positives (’);’f Nous supposerons un tel choix efféctué pour tout 1 < i < r
et tout ¢; € CI*T(F) et noterons ¢” la cy(;, j)-polarisation associée sur A/L.

Ce choix permet définir des opérateurs de Hecke Uy, par la formule:

1 .
Uﬂ'i (f)(A’ i ¢, H, CO) = p—d_’- ' Zf(A/L, l/’ ¢”’ H/’ CU/)
L

ol L parcourt les sous-groupes de Raynaud de A[z;] qui sont des
supplémentaires de H[x;], ou 7’ estl’image de la structure de niveau N, o ¢”
est définie dans le paragraphe précédent et dépend de choix, H’ est I'image
de H dans A/L et o' € wy/ est définie par la formule 7*(w') = wsix
désigne I'isogénie A — A/L.

Cet opérateur Uy, est relatif & une correspondance géométrique sur Xpg.
Cette correspondance géométrique n’agit que sur la partie A[z°] de A[p™].
Lopérateur U, agit toujours sur l'espace des formes modulaires
surconvergentes.

Ces opérateurs Uy, pour 1 < | < r commutent entre eux i un
automorphisme prés. On a, a un automorphisme pres : ' '

,
Up = [] Un:-

i=1

Remarque 7.3.1. 1l existe une maniére standard de se débarraser de la
dépendance de U, du choix des & ;. Elle consiste & introduire 1’action
naturelle du groupe fini A = (’)}'}’4'/ (@ N)2 sur les formes modulaires,
ou (’)}’;’ y désigne les unités congrues a un modulo N. L’action de U, sur
les formes A-invariantes est alors canonique. Ce sont d’ailleurs les formes
" A-invariantes qui sont reliées aux formes automorphes pour le groupe

GL,/F.

Remarque 7.3.2. Si A est un SAHB défini sur une QOg-algebre
p-adiquement compléte R on a waq = wa[pe) et WAz®) = BoeD;OA0-
C’est pour cette raison que le critere de classicité que nous démontrons relie
la pente de I’opérateur Uy, aux poids (ks )seD;.

7.4 Le prolongemient analytique

Expliquons maintenant comment adapter les résultats des sections 2 2 6
pour démontrer le théoréme suivant, qui est un premier pas en direction du
théoréme 1.2.
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Théoréeme 7.4.1. Soit N > 5 un entier positif premier a p et [ une forme
modulaire de Hilbert surconvergente de poids k = (k) € ZHO™F.Cp) ¢
de niveau T'1(N) Nt To(p). Supposons f propre pour 'opérateur Uy, pour
tout 1. < i < r de valeur propre a;; € Cp. Si v(as;) < infyep,(ks) —
[Fr; : Qplpourtoutl < i <r alors f est classique de niveauT'1 (N)NI'o(p).

Démonstration. On utilise le lemme 7.4.2 dont I’énoncé est donné plus bas. 11
existe par définition ¢ > O tel que f soit définie sur X> (4, —.). On applique
successivement le lemme 7.4.2 a tous les indices 1 < i/ < r, ce qui
permet d’étendre f a Xz = X>(). On conclut alors grace aux principes
de Koecher et GAGA contenus dans la proposition 5.1.2, dont I’énoncé et
la démonstration utilisaient seulement I’hypothése que p soit non ramifié

dans F. O

Lemme 7.4.2. Soit1 < i’ < r et (v;) € [],<i<, [0,di] tel que vy < dy.
Soit k = (k) € ZH™FCo) ot f yne section de w* sur X>(;) propre
pour Uy, de valeur propre az, € C, telle que v(az,) < infsep, (ko) — dir.
Posons w; = v; pour i # i’ et wy = 0. La forme f s’étend en une section
de & sur X>(u,).

Remarque 7.4.3. Le méme énoncé reste vrai en remplagant X»(,,) par
I’image inverse par deg de Hi#i, I; x [vyr, di’] pour tout vy < dy et tout
intervalle I; de [0, d;] pour i # i/, et X>(;) par I’image inverse par deg
de Hi#, I; x [0,d;]. De tels ouverts de X;ig sont en effet stables par la
correspondance géométrique Uy, puisque cette derniére n’agit que sur A[z °]
et préserve donc les applications (A, H) — deg(H|[x;]) pour tout i # i’.

Démonstration. Notons degi' : Xig —> [0,dy] l’a;;plication qui associe
a (A, H) le degré de H[x;/] et notons

DEG" : Xyig — [0, 1]%

I’application qui associe a (A, H) la famille des degrés partiels de H[x;/].
D’apres le lemme 7.1, tous les résultats des parties 3 a 6 de I’article, alors
formulés avec [0,d], [0, 114, deg, DEG, A[p], H et U, restent valables
lorsqu’on les remplace par leurs analogues évidents faisant intervenir {0, d;/],
[0, 119, degi', DEGi/, Alm;/], H[m;/] et Uz, . On conclut en recopiant mot
pour mot la démonstration du théoréme 6.1, la seule modification étant de
rajouter partout un indice i’. O

8. Extension du résultat au cas d’un niveau arbitraire en p

Nous allons maintenant démontrer le théoréme 1.2 dans toute sa généralité.
Pour cela on va utiliser une projection bien choisie de la variété de
Hilbert-Blumenthal de niveau I'g(p™) vers celle de niveau 'y (p).
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8.1 Les espaces de modules de niveau I'y (p")

Dans cette section comme dans la précédente, F désigne une extension
totalement réelle de Q de degré d > 2 et p est un nombre premier non ramifié
dans F. Notons toujours p - O = [[i_; #; la décomposition de p en idéaux
premiers dans OF. Posons d; = [Fz; : Qp]. On rappelle que K est une
extension finie de QQ, plongée dans C,, telle que tout plongement F < C,
se factorise par K.

Soit n € N. On note X1(p") g la variété de Hilbert-Blumenthal de niveau
I'1 (Np™) sur Spec(K). Elle paramétre des quadruplets (4, 1, ¢, P,) ol

i. A — S est un schéma abélien d’Hilbert-Blumenthal,
ii. 1: 7' ®z uny <> A[N] est une structure de niveau 'y (N),
ili. ¢ estune c;-polarisation de A pour un indice j € CI*(F),
iv. P, est un point de A[p"] qui engendre un sous-groupe isomorphe a
Or/p"OF. '

On note Xo(p")x la variété de Hilbert-Blumenthal de niveau I'j(N) N
To(p™) sur Spec(K). Elle parametre des quadruplets (A,1, ¢, H,) ol
(A,1, @) sont comme précédemment et H, est un sous-groupe de A[p"]
localement isomorphe 4 OF/p" OF pour la topologie étale. :

On a une application IT : X1(p")x — Xo(p")x définie en envoyant
(A, 1, ¢, Py) sur (A, 1,9, Op - P,). L'application I1 est un revétement étale
galoisien\de groupe (Of/p"OFp)*.

On a une application II; : Xo(p") — Xg qui envoie le quadruplet
(A, l-, ¢’ Hn) sur (A’ I ¢a Hn[PD

8.2 Formies modulaires de Hilbert de niveau I'g(p") et Nebentypus x

On suppose que K contient les racines p”-itme de 'unité. On a une
\y . .. . . , .
décomposition en composantes isotypiques sous 1’action du groupe

(Or/p"OF)*

IL Ox,(pyx = @ Ox () (X)) - ,
2€(OFP"OF)*

Pour tout x € ZH™F.K) et tout caractere y : (Op/p"Op)* — K*,
les formes modulaires sur Xo(p*)x de Nebentypus y sont par définition
les sections globales du faisceau inversible @*(y) = @ ® Ox, (pm)(x) sur
Xo(p")k-

Pour tout premier idéal z; divisant p, on dispose d’une correspondance
et d’un opérateur de Hecke Uy, agissant sur Xo(p”)k et sur I'espace des
formes modulaires de poids x et Nebentypus y. L’actiom géométrique de Up,
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sur Xo(p")k envoie le point x = (A,1,¢, Hy) sur (A/L, 7, ¢, Im(H,))
ol L C A[r;] parcourt les sous-groupes de Raynaud supplémentaires
de Hy[r;], v et ¢’ sont les structures de niveau auxiliaire et polarisation qui
se déduisent de 7 et ¢ par quotient par L, et Im(H,) désigne ’'image de H,
dans A/L.

8.3 Géométrie rigide

On note X1(p™)an, Xo(p™)an €t Xan les analytifiés dans le sens de [Be, par.0.3]"
des K-schémas X1(p™) g, Xo(p")k et Xk. Onrappelle que X, s’identifie a
I’ouvert quasi-compact < de bonne réduction > de X,,. On a une application
induite ITy : Xo(p")an —> Xan. On note Xo(p™)rig I'image inverse de Xrig
par II;. De méme on a une application induite II1 o IT : X1(p™)an — Xan.
On note X (p")iig I'image inverse de Xg par I1; o I1.

Voyons qu’on peut définir une norme canonique sur les faisceaux o’ (y).
D’apres [Bo], thm. 3, p. 166, il existe un schéma formel admissible X (p") de
fibre générique I’espace rigide X1(p™)rg ainsi qu’un morphisme X1 (p") —
X de fibre générique le morphisme II; o II. Le faisceau «®* provient d’un
faisceau sur le schéma formel X. D’apres le numéro 2.1.1, le faisceau @* ®
Ox,(pr)s Dérite donc d’une norme. On vérifie facilement que cette norme
est indépendante du choix du modele formel X;(p") s’envoyant dans X car
on possede toujours un troisitme modele formel au dessus de deux modeles
formels donnés. I en résulte que w* ® Ox,(pm),,, est muni d’une norme
canonique, ainsi que son facteur direct w* (). D’autre part, le lemme 2.1.3
s’applique au faisceau @* ® O, (pn),,, et donc aussi & son facteur &* (x).

Considérons les applications composées

,
DEGoII; : Xo(p")ig —> [ ] (0,114

i=1
et
,
degoIl; : Xo(p™)ig —> [ ] 10, 4dil.
i=l

Pour tout (v;) € []:_,[0,d;], on note Xo(p™)>(,,) I'image inverse de
i=1 =(v;) g
[T [vi, di] dans Xo(p")ig par deg o I1;.
On note également

degpy, : Xo(pM)ig —> [0,nd]. - - -

I’application degré de H,, et pour tout ¢ € [0, nd], on note Xo(p")deg”n >t
I'image inverse de [¢, nd] dans Xo(p™)sig par degp, -
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Une forme modulaire surconvergente de poids x et Nebentypus y sur
Xo(P")rig estpar définition une section du faisceau w* (x) sur Xo(p")deg,;, >nd,
qui surconverge dans un voisinage strict dans Xo(p")rg. Remarquons. que
les {Xo(p")degH“ >nd—¢ }e>0 forment un systéme fondamental de voisinages
stricts. I’espace des formes modulaires surconvergentes est stable par 1’action
de I'opérateur Uz, pouttout 1 <i <r.

Remarque 8.3.1. Bien sir Xp(p’ )degu >nd €st 1somorphe a son image
X>,...,d,) via I’application qui envoie (A 1,¢, Hy) sur (A,1, ¢, Hi(pD),
I'inverse étant fourni par le sous-groupe canonique d’ échelon n. Cet
isomorphisme se prolonge dans des voisinages stricts puisque le groupe
canonique d’échelon n surconverge d’apres la proposition 2.2.4. On peut donc
voir une forme surconvergente de niveau I'g(p”) et Nebentypus y comme une
section sur X 2(d1,.ed) qui surconverge sur un voisinage strict de X>(4;,....d,)
dans Xg.

Lemme 8.3.2. Pour tout sous-ensemblé V C X o(P")anron alljoUg (V) =
Uy, o II1 (V). ‘

Démonstration. La démonstration ne pose pas de probleme. O

Lemme 8.3.3. Pour toute € > 0, on a

Up(Xo(p")>(di—e,dr—,....d,—)) C Xo(p" )deg,., >nd—nre-

Démonstration. On va utiliser [Fa, cor.5.(4)]. Soit

x=(A,1,¢, Hn) € Xo(P")>(d) —e,dy—e, ... dr —€) -

P

Soit L, C A[p"] un sous groupe suppléiientaire de H,.Onadeg L,[p] < re
car L,[p] est un supplémentaire générique de H,[p]. La multiplication par
pr o L[p*t'] = Lu[pl pour 1 <k < n — 1 induit un isomorphisme
générique L,[p**11/L.[p*] — L.[p]. On en déduit que degl, <
ndeg Ly[p] < nre. L'image de x par U;,’ est ’ensemble des {(A/Ln, ", ¢,
Alp*]/L,)} ou L, parcourt ’ensemble des supplémentaire de H, dans
A[p"]. Comme deg A[p"]/L, = nd — deg L,, on conclut. O

8.4 Le prolongement analytique

Démontrons maintenant le théoréme 1.2.

Lemme 8.4.1. Soit f une forme surconvergente qui vérifie Upf = apf
pour ap # 0. Alors il existe ¢ > O tel que f peut se prolonger a

Xo(p™)>(d —e,....d,—e)-
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Démonstration. On applique le lemme 8.3.3 4 f = a,"U, f. O

Soit U C Xo(p")rig unouvertet 1 < i < r. Supposons que le sous-groupe
spécial G,y C Alr;] soit défini sur U. On peut définir une décomposition
Uy, = UpPUULY sur U telle que U,Y divise par des supplémentaires spéciaux,
et U,r,'iSp par des supplémentaires non spéciaux.

Voila maintenant un lemme qui généralise le lemme 7.4.2.

Lemme 8.4.2. Soitl <i’ <ret(v;) € Hlsisr [0, d;] tel que vy < d;s. Soit
K = (ka) € ZHom(F,Cp)

et [ une section de w*(y) sur Xo(p")>(;) propre pour Ug, de valeur

propre a;, € Cp telle que v(az,) < infsep,(ks) — di. Posons w; = v;
pour i # i’ et wy = Q. La forme f s’étend en une section de o*(y)
sur Xo(p"™) > (w;)-

Démonstration. Le principe de la démonstration suit le lemme 7.4.2 en.
utilisant I’égalité I1joU;, = Uy, oIl dulemme 8.3.2. Dans la démonstration
qui suit, on note IT; pour sa restriction a2 Xo(p")>(w;). On commence donc
par étendre f sur ,

(deg” o T)) ™! (Udyr ~ 1, dy])
grice a I’équation fonctionnelle f = Uy, (f)/ax,, la proposition 4.4.6 et le
lemme 8.3.2.

Soit ensuite Z un sommet de [0, 119 de degré total d;y — 1 et Uz un
voisinage de l'image inverse de Z par degi/ dans Xrlg comme dans le
paragraphe 6.3. On a une décomposition Uz, = ,,, + Uz, nsP au-dessus
de H]‘1 (U7 (1)). Quitte a supposer Uz assez petit, on peut de plus supposer
que pour tout.ouvert V C HI"I(Z/{’Z(I)), ona

sp
i

<1.
%

ar i

Ceci est loisible a cause de I’hypotheése v (az;,) < infsep, (kg )—d;r. On définit
sur Hl—1 U7 (N)) la forme

Za—'l Uzp)' o Uz ()

pour tout N > 1 et cette formule a bien un sens car d’apres le lemme 8.3.2,
la forme f est bien définie sur UnsP o (U,S,f),)’ (I'IAI-I(U’Z(N))). On définit sur -
H (X>p\L{z (N)) la forme '

gN=a (f)
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ce qui a également un sens grace au lemme 8.3.2. On recolle ensuite les f
et les gy pour obtenir f7 € HO(HI_I(UZ), @*(y)). L’argument est mot pour
mot celui du paragraphe 6.3 en rajoutant partout I’indice i’ et en prenant
systématiquement 1’image inverse par IT; des ouverts de Xz considérés dans
ce paragraphe. On note alors :

U= (deg) ' dy —1,dr]U | Uz.
ZGS,[, 1

On peut prolonger f a Hl_l((degi/)‘l[d,«/ —1,dv]\ UZeSd‘,_l Xz) par la
formule

f=ag U, f.

On vient également de construire fz sur HI_I(L{Z) et les sections f et fz
coincident sur I'intersection de leurs domaines de définition. On peut donc
recoller pour obtenir de cette fagon une section notée encore f sur IT] L.
Enfin, il existe N > O tel que

o, (7" (e [ar - 5. ]) ) < s

d’apres les lemmes 6.4.2 et 8.3.2. Cela permet donc de définir f sur
(deg’ oIT;)—L(id;y — 2,i']). On réitere alors le raisonnement en remplagant
dy —1de mamere decrmssante par tous les entiers € [0, d;/] pour terminer la
démonstration. O

Corollaire 8.4.3. Soit k = (k,) € ZH™EC)) of f yne forme modulaire
. surconvergente de poids k et de Nebentypus x sur Xo(p" )iig propre pour Uy,
de valeur propre ar; € C, telle que v(ay;) < infsep, (ko) — di pour tout
1 <i <r. Laforme f s’étend en une section de @ () sur Xo(p")rig-

A ce point de I’argument, il ne semble pas possible d’en déduire le
théoreme 1.2. En effet, en I’absence de modeles entiers de X;(p”) et de ses
compactifications, nous ne savons pas que

H° (XO(Pn)an, CUK(X)) = H° (XO(Pn)riga CUK(X)) .

Le principe de Koecher usuel sur Spm(K) et le principe GAGA montrent par
contre que

H (Xo(p™)an, @*(x)) = H® (Xo(p"), 0" (x)) .

Il nous suffit donc prouver que f s’étend en une section’ de w*(x)
sur Xo(p™)an- Notons Xo( P")an,deg,,n >nd 1’ouvert ot le groupe H, est de type
multiplicatif. La projection IT; induit un isomorphisme de Xo(p")an,deg i, 2nd
vers I’ouvert de X, ol le groupe universel est multiplicatif.
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. . ! . .
Lemme 8.4.4. L’inclusion naturelle est un isomorphisme

H° (XO(pn)dean >nd > o* (X)) = H° (XO(pn)an,dean >nd> " (X)) .

Démonstration. Dans la démonstration de la proposition 5.1.2 on a introduit
une compactification toroidale X de X sur Spec(Qx). Soit % et X les schémas
formels associés et i,,rd_m et Xord—m les ouverts ol le groupe universel
est multiplicatif. Soit Xorg—m = Xo(p")degy, >nd et Xord—m les fibres
génériques de ces schémas formels. On a Xord—m C Xo(p")an,degyy, >nd C
Xord—m. Le faisceau o*(y) sur XO(Pn)an,deanznd se prolonge en un

faisceau inversible @* () sur %ord—m- Le principe de Koecher montre alors
Ho(xord—m ,0 () = Ho(xord—m ,0"(x)). O

Lemme 8.4.5. Soit k = (k;) € ZH™F.Co) ¢t £ une forme modulaire
surconvergente de poids x et de Nebentypus x sur Xo(p™)iig propre pour Uy,
de valeur propre a;, € C, telle que v(az;) < infsep,(ks) — di pour tout
1 <i <r. Laforme f s’étend en une section de w*(y) sur Xo(p")an-

Démonstration. Notons Xo(p™)an—ord Vouvert de Xo(p")an formé des
schémas abéliens de réduction ordinaire, qu’elle soit bonne ou mauvaise.
On dispose d’un recouvrement admissible

XO(Pn)an = Xo(p")an-ord H XO(Pn)rig

puisque les seules variété de Hilbert-Blumenthal dégénérant sont de réduction
ordinaire. D’aprés le corollaire 8.4.3, la forme f s’étend sur Xo(p")g.
D’apres le lemme 8.4.4, elle s’étend également sur XO(Pn)an,dean >nd qui
est une union de composantes connexes de Xo(p")an—ord. La forme f
s’étend alors a tout Xo(p™)an—ord d’apres le formalisme des séries de Kassaei
ordinaires expliqué dans{Ka] et [Sa]. Remarquons que cette extension utilise
seulement 1’hypothese

o(az) < —di+ D ks
UGD,'

pour/ tout 1 < i < r. Ces fonctions se recollent par construction sur I’ouvert
ordinaire Xo(p")rig—ord de Xo(p™)rig, qui est I'intersection de Xo(p™)an—ord €t
de Xo(p™)sg. Ainsi f se prolonge bien en une section de w* () sur Xap. O

Nous pouvons a présent terminer la démonstration du théoréme 1.2. Soit f
‘comme dans ce théoreme. D’apres le lemme 8.4.5, la forme f s’étend en une
section de w* () sur Xo(p™)an. Il suffit alors d’utiliser I’égalité

HO (Xo(pM)am (7)) = H (Xo(p™), 0" (1))

- fournie par le principe d§ Koecher en fibre générique et GAGA.
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