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Abstract. Nous demontrons un critere de classicite pour les formes 
surconvergentes de Hilbert associees a une extension totalement reelle F 
de (Qi et a un nombre premier non ramifie dans F. Ceci permet par exeniple 
de caracteriser Jes points classiques des varietes de Hecke associees aux 
formes de Hilbert pour F. 

1. Introduction 

On etudie dans cet article Ia classicite de fonnes modulaires surconvergentes 
de Hilbert associees a un corps totalement reel F de degre d ::: 2 et a un 
nombre premier p non ramifie dans F. Nous utilisons pour cela les techniques 
de prolongement analytique developpees par Buzzard et Kassaei. Fixons 
un plongement F ~ Cp et notons v Ia valuation de Cp normalisee par 
v (p) = I. Commen~ons par supposer p inerte dans F. On montre al ors le 
theoreme suivant. 

Theoreme 1.1. Soit N ::: 5premiera pet f uneforme niodulaire de Hilbert 
surconvergente de poids ic ·= (k1,k2; ... ,·kd) E '7/.,d, de niveau I'1(N) n 
I'o(p) propre pour i'operateur Up de valeur propre ap E Cp. Si v(ap) < 
inff =1 (ki) - d alors fest classique de niveau r 1 (N) n I'o(p ). 

· On dispose egalement d'un enonce dans le cas ou.p. est non rarnifie __ 
mais pas necessairement inerte. Connaissant le cas inerte, la demonstration ___ _ 
du cas non ramifie general suit Jes_ lign~s-de.[Sa],-qui~traite4e"Cas~t5ffji- -"-:' · 

',c- ~est totalemencaecompos{ dari·;--F.-De meme en adaptant des arguments . ·. 
de [Bu] et [Ka], on en. deduit un theoreme de classicite pour les. formes 
surconvergentes. cie niveau arbitniir~ en p. Avant de presenter ces resultats, . 

' . . . . . . ~ 
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introduisons quelques notations. Notons p ·(h = fI=1 1r1 la decomposition 
de p en produit d'ideaux premiers dans Op. Pour tout 1 ::: i ::: r notons 
D1 = {cr E Hom(F, Cp) I v(cr(1r1)) > O}. Les Di forment une partition de 
Hom(F, Cp) et le cardinal de Di vaut le degre [Fn; : Qlp] de Ia ·completion 
1r1-adique Fa; de F. Le poids d'une forme de Hilbert est par definition un 
caractere du tore Resp;QGm defini sur une extension assez grande de Q. 
Ce groupe des caracteres geometriques de ResF;QGm est canoniquement 
isomorphe a 

zHom(F,ICp) 

que l'on avait identifie a 71.l dans letheoreme 1.1. Le resultat general s'enonce 
alors de la maniere suivante. 

Theoreme 1.2. Soient n ::: 1 un entier, N ::: 5 un entier premier a p et 
f une forme modulaire de Hilbert surconvergente de poids K = (ko-) E 

zttom(F,ICp) et de niveau f I (Npll). Supposons f propre pour l'operateur Un; 

pour tout l ::: i ::: r de valeur propre an; E Cp. Si v(an) < info-ED; (ko-) -
[Fn; : Qp] pour tout 1 ::: i ::: r alors f est classique. 

Les operateurs Un; auxquels ii est fait allusion dans l'enonce du 
theoreme 1.2 sont definis dans le paragraphe 7.3. Soit G le sous-groupe 
algebrique de ResF;QGL2 des elements de determinant dans Gm. Les formes 
modulaires classiques de Hilbert que nous considerons dans cet article 
apparaissent dans la theorie des formes automorphes pour le groupe G. 
Lorsque le poids K est tel que taus Jes ko- ont meme parite, il existe une notion 
de forme modulaire de Hilbert de poids K pour le groupe ResF;QGL2 (qui 
est celle des arithmeticiens). Ces demieres apparaissent en facteur direct dans 
l'espace des formes de Hilbert de poids K pour le groupe G (voir la rem. 7.3.1), 
done notre resultat s'applique bien aux formes de Hilbert "arithmetiques" . 

. Indiquons rapidement comment nous demontrons le theoreme 1.1. Soit 
f une forme surconvergente. C'est par definition une section d'un faisceau 
inversible sur un voisinage strict du tube ordinaire-multiplicatif de la variete 
de Hilbert rigide analytique Xrig de niveau fo(p) n ft (N). On suppose que f 
est propre pour I' operateur UP pour une valeur propre non nulle ap. On voit 
alors comme dans [Bu] la relation 

comme une equation fonctionnelle au moyen de laquelle on essaye d'etendre 
le domaine de definition de /. Ce procede d' extension ne permet pas de traiter 
certains points de Xrig correspondant a des varietes abeliennes dont le groupe 
de Barsotti-Tate est une extension non triviale. Nous appelons de tels points 
des points speciaux d' ordre infini. 



Surconvergence et classicite : le cas Hilbert 357 

Ce phenomene de points speciaux existe deja sur la courbe modulaire 
dans le cas ou F = Q, auquel cas l' ensemble des points speciaux non 
multiplicatifs forment le tube ordinaire €tale. Pour contoumer l'obstruction 
apparente au prolongement de f sur ce tube ordinaire €tale, Kassaei [Ka] a 
construit en s'inspirant de !'equation fonctionnelle et en utilisant la theorie 
du sous-groupe canonique des approximations du prolongement souhaite qui 
convergent sous certaines hypotheses sur le poids et la pente. Cela permet de 
prouver la classicite de f dans le cas des formes modulaires habituelles. 

Dans le cas des formes de Hilbert generales ou F -I- (Ql, un point 
special de Xrig n'est pas necessairement dans le tube ordinaire. Le groupe 
de Barsotti-Tate de la variete abelienne peut par exemple etre extension 
d'un groupe de Lubin-J'ate associe a OF par son dual. Un tel groupe de 

.. ' p 

Barsotti-Tate n'admet pas de sous-groupe canonique et la technique de 
Kassaei ne semble pas directement s'adapter. Nous remarquons neanmoins 
que pour tout point special de Xng, il existe un unique sous-groupe "special" 
dans lap-torsion de son Barsotti-Tate qui generalise le sous-groupe canonique 
defini dans le cas ordinaire. · Ceci nous permet de construire quand meme 
des series de Kassaei sous des hypotheses entre poids et pente et de mener 
a bien le prolongementde la forme f. Nous trouvons remarquable que ces 
hypotheses entre poids et pente apparaissant dans I' en once du theoreme 1. 1 
proviennent finalement de I' analyse de la correspondance de Hecke UP sur 
les groupes de Barsotti-Tate qui sont extension d'un groupe de Lubin-Tate 
associe a O Fp par leur dual. 

Disons a present quelques mots sur l' organisation du texte. Les sections 3 
a 6 sont dediees a la demonstration du theoreme 1.1 et nous y faisons 
done l'hypothese que p est inerte. Dans les sections 7 et 8 nous expliquons 
comment deduire le theoreme I .2 de la demonstration du theoreme 1.1. 

Dans [Ti], Y. Tian a trouve ind~pendamment une demonstration du 
theoreme 1. 1 dans le cas ou F est un corps quadratique et du theoreme 1.2 
lorsque n = 1 et les corps residuels des places au dessus de p dans F sont de 
degre au plus 2 sur lF p· 

Nous remercions chaleureusement K. Buzzard qui a organise un groupe 
de travail avec C. Johannson et W. Kim sur une version anterieure de ce 
travail et qui nous a signal€ de nombreuses erreurs. Nous remercions de meme 
P. Kassaei et Y. Tian qui nous ont signal€ une erreur cruciale dans une version 
precedente de }'article, erreur qui nous a conduit a modifier en profondeur 
certains arguments. Nous voulons egalement rem~rcier le rapporteur pour sa, 
relecture attentive. -

Les auteurs ont beneficie du pro jet ANR-10-BLAN O 114 ArShiFo pendant · 
: la preparation de cet article. 
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2. Preliminaires rigides analytiques 

2.1 La n01me 

Soit K une extension finie de Qp, d'anneau d'entiers OK, d'uniformisante n 
et de corps residuel lF. · · · 

2.1.1 Definition des normes 

Soit 3 un schema formel admissible p-adique reduit sur Spf OK. Notons Zrig 

sa fibre generique rigide. Le faisceau structural 6'z,;g est equipe d'une 
valuation et de la norme associe. En effet, pour tout ouvert U de Zrig et toute 
section f E H 0 (U, o'z,;g), on pose lflu = supxeu lf(x)I. Notons bien 
que si U n'est pas quasi-compact, ce supremum peut etre infini. Si U est un 
affinoi'de, la norme I lu fait de H 0 (U, o'z,;g) un espace de Banach. 

Soit § un faisceau localement libre de rang fini sur 3. Soit §rig le faisceau 
induit sur Zrig• On peut mettre sur §rig une structure de o'zrig -module de 
Banach. Soit en effet L une extension finie de K et x : Spm(L) ➔ Zrig un 
L-point. Il provient d'un unique Oi-point x : Spf Oi ➔ 3 et on dispose 
d'une identification naturelle x* § ®01, L c:: x* §rig• Si f E x* §rig, on pose 

Si U est un ouvert de Zrig et f une section de H 0(U, §rig), on pose 

lflu = sup lf{x)I ~ sup Ix* fl. 
xeU xeU 

On notera par ffrig le sous-faisceau de §rig des elements de norme inferieure 
OU egale a I .. 

2.1.2 Le lemme de recollement de Kassaei 

Nous reformulons ici un lemme degage par Kassaei dans [Ka]. On reprend Jes 
notations du paragraphe precedent. 

Lemme 2.1.3. Supposons Zrig lisse. Soit U un ouvert quasi-compact de 
Zrig• Ona 

H0( U, ffn,) ?- H 0 (U, §:c,8) ®o, K ➔ (~Ho (U, .f:n,/ p")) ®o, K 

Demonstration. Voir [Pi, cor. 5.3.2]. □ 
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2.2 Voisinages stricts 

Soit Z un espace rigide quasi-compact sur K et U·un ouvert quasi-compact 
deZ. / 

Definition 2.2.1. Un voisinage strict de U dans Z est un ouvert V de Z 
contenant U tel que le recouvrement (Z\U) UV de Zest admissible. 

D'apres la theorie de Raynaud (voir [Bo] par exemple), Z possede 
un modele formel 3 pour Iequel U s'identifie au tube d'un ouvert de la 
fibre speciale de 3. On retrouve done Ia definition des voisinage stricts de 
[Be, def.1. 2.1]. 

Exemple 2.2.2. Soit f une fonction definie sur Z et M et N des reels tels 
que N > M. On suppose que 1/lu ::: M. Alors {x E /, 1/(x)I .::: N} est un 
voisinage strict de U dans Z. 

La proposition suivante regroupe quelques proprietes immediates des 
voisinages stricts. 

Proposition 2.2.3. Soit U un ouvert quasi-compact de Z et Vi et V2 deux 
voisinages stricts de U. Alors Vi n V2 est un voisinage strict. Soit U1 et U2 
deux ouverts quasi-compacts de Z et V1 et V2 des voisinages stricts de U1 et 
de U2. Alors V1 U V2 est un voisinage strict de U1 U U2. 

Voici enfin une proposition de « surconvergence » des sections d'un 
morphisme fini etale. 

Proposition 2.2.4. Soit f : Y ➔ Z un morphisme fini etale entre deux 
espaces rigides quasi-compacts. Soit U un ouvert quasi-compact de Z et s : 
U ➔ Y une section de f. IL existe un voisinage strict V de U et une section 
s' : V ➔ Y etendant s. 

Demonstration. Le probleme est local sur Z et U. _On peut done supposer 
que Z = Spm(A), Y = Spm(B), U = Spm(C) et Yu = Spm(D). II existe 
par hypothese une fonction idempotente e E D qui vaut 1 sur s(U) et 0 
sur Yu\s(U). On peut alors trouver par approximation une fonction g E B 
tel que lg - elru .::: p- 1• Considerons P(T) = L~=I g;Ti le polynome 
caracteristique de la multiplication par g sur le A-module projectif B. On a 
done lg;-1 lu = I et 18r-ilu ::: p-i+I pour 2 ;:;::: i .::: r. Il existe-alors un 
·voisinage-strict V de U sur lequel on a l8r-1 lu ~ -p-t/3 et ···· - ··---- - •· 

-i+l 

-~-~_,.-,--.,.--~-ilU <JP~. -y-~-=-----~-~--,--'~-C~~~-,=.,..---~~-=-----
- · pour 2 ~ i .::: r. On a alors un recouvrement admissible 

. I - I 

Yv = {x E Yv, lg(x)I ~ p-l} U {x E Yv, lg(x)I:::: p-~}: 
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I 
La restriction def a {x E Yv, lg(x)I ~ p-'q est finie etale de degre undone 
est un isomorphisme. □ · 

3. Theorie de Raynaud 

Soit F une extension totalement reelle de Q de degre d ~ 2, (J F son anneau 
d'entiers, p un nombre premier inerte dans F, Fp la completion p-adique 
et kF le corps residue! associe. On identifie les groupes Gal(Fp/(Q>p), 
Gal(k F /IF p) et Z/ dZ en envoyant le Frobenius arithmetique en p sur 1. Nous 
identifierons occasionnellement Z/ d'l,, avec I' ensemble des en tiers compris 
dans [1, d]. Par ailleurs, K designe toujours une extension finie de (Qlp, 
d'anneau d'entiers OK, d'uniformisante net de corps residue! IF. On suppose 
que K contient Fp et on fixe un tel plongement. On fixe de plus une cloture 
algebrique k de K dont on notera Ok l'anneau d'entiers et v la valuation a 
valeurs dans (Ql normalisee par v (p) = 1. 

3.1 Rappels 

Soit Sun schema sur Spec((JK ). Dans [Ray], Raynaud a classifie les schemas, 
en kF-espaces vectoriels de dimension 1 sur S. Ce sont par definition Jes 
schemas en group~s finis et plats de rang pd sur S equipes d'une action 
de kF, verifiant la condition (**) de [Ray, p.246] (cette condition est 
automatiquement verifiee si S est plat sur Spec( (J K) ). On s' autorisera dans 
la suite ales appeler simplement des kF-vectoriels de dimension un ou des 
schemas en groupes de Raynaud. Rappelons le resultat de Raynaud dans le 
cas ou s'= Spec(R) est un schema local. L'expression de ce resultat depend 
d'une unite p-adique universelle cop definie dans [Ray]. A tout 2d-uplet 
(J1, ... , Jd; YI, ... , YdY E R2d tel que Ji· Yi = p · cop pour tout i E Z/dZ, 
Raynaud associe un schema en kF-vectoriels H(o;;y;) de schema sous-jacent 

Spec R[X1, ... , Xd]/(X; - Ji· Xi+I) 

ou les indices i sont pris dans 'l,, / dZ = Gal ( k F /IF P). Le plongement F P <-+ K 
induit une identification k} ::c::: µ pd_J ((J K) et a chaque i e Z/dZ on peut 
done associer le i-eme caractere fondamental Xi : k} ➔ 0~. L'action de kF 
sur la i-eme coordonnee Xi se fait a travers le caractere Xi• Raynaud obtient 
le theoreme suivant. 

Theoreme 3.1.1 ([Ray], thm. 1.4.1). Tout schema en kF-espaces vecforiels 
de dimension un sur S est isomorphe a un schema en kF-vectoriel H(o;;y;) 

appele « de Raynaud ». Soient H(o;;y;) et H(o/;y/) deux schemas de Raynaud. 
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Tout morphisme de kp-schemas en groupes de H(t5;;y;) vers H(t5';yf) est donne · 
• I I , 

au .niveau des algebres par X; H- a; • X; pour tout i E 'll.,/d'll., ou a; E R 
, ifz 5:/ p 5: verz ent a;+1 · ui = ai · u;. 

Les schemas en kp-espaces vectoriels H(t5;;y;) et H(t5[;y/) sont done 
isomorphes sur S si et seulement ii existe des elements a; E R* pour 
i E 'll.,/ d'll., tels que 

5:/ p 5: 
a;+1 · u; = ai · u; 

pour tout i E 'll.,jd'll.,. Considerons le cas ou S = Spec(C'.Jk ). II est clair que 
dans ce cas le schema en groupe H(t5;;y;) est determine par le d-uplet (o;). 
Nous le notons simplement H(fJ;)· 

Corollaire 3.1.2 ([Ray], coro. 1.5.2) .. Lorsque S = Spec(('.)k ), !'application· 

DEG: 

{Classes d'isom. de schemas en groupes de Raynaud sur S} -+ [0, l]d 

H(t5;) H- (v (o;)) 

est injective d'image [0, l]d n Qd. 

On notera deg; la i-eme coordonnee de cette application. On a done 

Considerons la stratification standard du cube [0, 1 ]d en sommets, aretes, 
faces, etc. On obtient le corollaire suivant par reduction modulo !'ideal 
maximal de CJ k . 

Corollaire 3.1.3. L'application du corollaire precedent induit une bijection 

canonique entre les classes d'isomorphismes de schemas en groupes de 
Raynaud sur Spec(F) et les strates du cube [O, 1 jd. 

Exemple 3.1.4. La classe d'isomorphisme du schema en groupes de 
Raynaud multiplicatif (µp ®z kF) x Spec(JF) correspond au sommet 
( 1, ... 1) du cube et celle du groupe de Raynaud etale k F x Spec(JF) au 
sommet (0, ... , 0). Les autres strates du cube correspondent a des groupes de 

· Raynaud-quf ne sont ni etales ni multiplicatifs. --

. Remarque 3.1.5. La dlialite de Cartier des schemas en groupes finis et plats 
~cnange=n(t5;;y;) et H(y~;J;y.~srs·;;=spec(OkJ elle ~cliarige~donc~bEG~~

' . 1-DEG. Si S = lF elle agit sur les stiates· du cube comme la syrhetrie ceritrale 
·de centre (1/2, ... , 1/2). 
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Rappekms que tout schema en groupes fini et plat sur S = Spec( 0 k) a 
un degre qui est un rationnel positif defini dans [Fa]. Le degre de H('5;), note 
deg(H(,5;)) est 

Etant,donne un groupe de Raynaud G = H(,5;) sur Spec(Of<), on peut obtenir 
degi ( G) de la maniere suivante. Le faisceau conormal ma est un module sous 

et se decompose selon les plongement kp <....+ IF indexes par Z/d7L On obtient 
done 

On a alors WG,i = 0[</<5i-I et degi(G) = v(Fitto WG,i+I) OU Fitto designe le 
0-eme ideal de Fitting[ 

I 

3.2 Relation d'ordre 

Dans ce paragraphe, nous travaillerons sur la base S = Spec( 0 k). Soit H et 
G deux schemas en groupes de Raynaud sur S. Ori dit que H s G s'il existe 
un morphisme non nul H ➔ G de kp-schemas en groupes. Ce morphisme est 
alors un isomorphisme en fibre generique. On dit que H < G si H S G et H 
et G ne soot pas isomorphes. On note enfin H '.::::'. G si H et G soot isomorphes 
ou, ce qui est equivalent, si H ::; Get G :S H (voir la proposition suivante). 
Nous allons maintenant interpreter cette relation d'ordre partielle sur le cube 
[0, l]d. Nous identifions ici les schemas en groupes de Raynaud avec leurs 
coordonnees (degi) dans le cube. Nous definissons aussi une fonction somme 
des coordonees, deg: [0, l]d ➔ [0, d]. 

Proposition 3.2.1. On a (y1, ... , Yd) :::: (x1, ... , Xd) si et seulement si pour 
tout i E Z/dZ on a 

d-1 

LPk(Yi-k - Xi-k):::: 0. 
k=O 

On a (y;) = (xi) si et seulement si deg((yi)) = deg((xi)) et (Yi) :::: (xi); si et 
seulement si (Yi) :::: (xi) et (xi) :::: (yi), 

Demonstration. Soit H('5;) et H(,5') deux schemas en groupes de Raynaud de 
coordonnees respectives (x;) et (y;). On a H(o;) ::; H('5!) si et seulement si il 
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existe (a;) E Oi tel que a;+1 • t5; =a;• t5; pour i E Z/dZ. Ces equations se 
reecrivent 

a;+) = ar:1 . IT (!tk )i 
k=O ,-k 

Elles possedent une solution si et seulement si 

Le reste de la proposition ne pose pas de probleme. D 

On peut ecrire matriciellement les d equations de la proposition de la fayon 
suivante. I 

(j_, 
En particulier, la relation d'ordre:::,: garde un sens sur (0, 1t et meme sur Rd 

et pas seulement sur le sous-ensemble (0, 1 t nQd correspondant aux groupes 
de Raynaud sur S. Pour tout point x = (x;) du cube, notons 1-l; (x) l' hyperplan 
affine d'equation 

d-1 

L pk· (Y;-k ---X;-k) = 0 
k=O 

oii Y = (Y;) est la coordonnee sur Rd. Cet hyperplan partage l' espace Rd en 
les deux demi-espaces 

et 

1i;(x)- = { y E Rd I ~ pk. (Y;-k - Xi-k) ~ o}. 
k=O 

On a bien s0r 1-l;(x) = 1-l;(x)+ n 1i;(x)-. Si x -::/= (0, ... , 0) alors 
(0, ... , 0) ¢ 1i; (x) et 1-l; (x )- est le demi-espace qui contient le point 0. 

Remarquons que x = n; 1i;(x) (car Jes. hyperplans sont ·Iineairernent· · -
indepentlaiits), et ·gue-si xr est un autre point du cube, 1-l;(x') est l'image de 
1i; (x) par la translation qui applique x sur x'. Le lieu du cube determine 
par l' equation (y;) ::::: (x;) est done la pyramide de· sommet x, intersection 
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des d demi-espaces H; (x) + avec le cube. Elle est dirigee vers le point de 
coordonnee (1, 1, ... , 1) correspondant au schema en groupes multiplicatif. 
De meme, le lieu des (Yi) :::; (x;) est !'intersection du cube avec les d 
demi-espaces H;(x)-. C'est un pyramide de sommet (x;), dirigee cette 
fois vers le point de coordimnees (0, 0, ... , 0) correspondant au schema en 
groupes etale. 

Soit x et x' deux points du cube. Disons que H; (x) :::; H; (x') si 
H;(x) c H;(x')-. L'ensemble {ri;(x), x E [0, l]d} muni de la relation 
d' ordre :::; est totalement ordonne. En particulier on peut definir la borne 
inferieure inf{H;(x), H;(x')} pour tous points x et x' du cube et tout 
i E Z/dZ. 

Proposition 3.2.2. Soit H et G deux schemas en groupes de Raynaud 
sur S. II existe un schema en groupe de Raynaud inf{H, G} sur S unique 

· a isomorphisme pres, verifiant la propriete universelle suivante : pour tout 
schema en groupe de Raynaud H', on a ['equivalence 

H':::; Get H':::; H <:=> H':::; inf{H, G}. 

On a plus precisement la formule 

DEG(inf{H, G}) = n inf {H;(DEG(H)), H;(DEG(G)) }. 

Demonstration. Soit (x;) et (y;) les coordonnees de H et G. Il s'agit de 
montrer que l' ensemble 

possede un plus grand element. Pour tout i E Z/dZ, soit H; l'infimum de 
H;(x) et H;(y) au sens de la relation d'ordre:::; que nous venons de definir. 
L'ensemble {(z;) E [0, It n (Qd I (z;) :::; (x;); (z;) :::; (y;)} est !'intersection 
des demi-espaces rt;. avec les points rationnels du cube [0, It. La pyramide 
n; 1t-;--est l' intersection des. pyramides n; H; (x )- et n; ri; (y )- . Verifions 
que son sommet ( w;) se trouve a l'interieur du cube. Soit M la matrice 

U-l 
p d-1) ... p 
p2 . . . 1 

. ' . 
1 d-2 ... p 
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Son inverse vaut 

1 0 -p 
0 0 1 

M-1 =· 
1 

I - pd 
0 -p 0 

-p 1 0 

Pour tout (Zi) E ~d, Soit M((Zi))J le j-ieme coefficient du vecteur 
M((zi)). Soit m1 = inf{M((xi))1, M((y;))J}- Par definition (wi) = 

M- 1((mi)) = (pm
1;~=~2-;). Montrons que pour tout j, sup{x1, YJ} :::: 

w 1 :::: inf{x 1, y 1 }. A echange pres de (x;) et (y; ), il y a deux cas a 
traiter. Soit m1-J = M((xi)h-J et m2-J = M((xi)h-J• Dans ce cas, 
Wj = XJ. Soit m1-J = M((x;))1-J et m2-J = M((y;)h-J• Dans ce cas, 
x· _ pm1-;-M((x;)h-i > w· > pM((y;))1-1-m2-J = Yi·· 0 l - pd-J - l - pd-J 

3.3 Configuration de Raynaud 

Soit N EN. On appelle configuration de Raynaud de cardinal N la donnee de 
N + I-points distincts (Po, ... , PN) du cube [0, 1 t verifiant inf{ Pi, P1} = Po 
pour taus O =::: i < j =::: N. 

Proposition 3.3.1. Une configuration de Raynaud est de cardinal au plus d. 

Demonstration. Soit (Po, ... , PN) une configuration de Raynaud de 
cardinal N. A chaque point Pk sont associes des hyperplans affines H;(Pk) 
pour i E Z/dZ. Soit S c Z/dZ'le sous-ensemble des i tels qu'il existe 
1 :::: k :::: N verifiant H;(Pk) > H;(Po). Choisissons pour tout i E S 
un indice k(i) realisant cette demiere inegalite. Montrons que la fonction 
k : S ➔ [l, N] n N ainsi definie est surjective. Soit k' (/4 k(S). On a 
Hi(Pk,) = Hi(Po) pour tout i E Z/dZ\S. Soit i E S. La relation 
inf{Pk,, Pk(i)} = Po entraine que H;(Pk,) = H;(Po). Par consequent 
Pk' = Po, ce qui est une contradiction. D 

Donnons a present un critere pour qu'une configuration de Raynaud soit de 
cardinal deux. 

Lemme 3.3.2. Soit (Po, ... , PN) une configuration de Raynaud de cardinal 
au moins 2. Supposons que pour tout i E Z/dZ, 1i;(P1) f. Hi(Pz). A/ors 
N=2. 

Demonstration. Dans la demonstration precedente, on peut prendre k(i) E 

{l, 2} pour tout i E Z/dZ. D 
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Lemme 3.3.3. Considerons deux sommets opposes (xi), (x;) E {O, l}d 
veri.fiant done x; = 1 - Xi. Alo rs Hi (x) -I- Hi (x') pour tout i. De plus, 
si (x;) "I- (0, ... , 0) et (x;) "I- (1, ... , 1), alors inf{(xi), (x;)} < (x;) et 
inf{(xi), (x;)J < (x;). 

Demonstration. Pour le premier point, remarquons que pour tout j E Z/ dZ, 
on a 

(Xj - Xi)+ p(Xj-1 - Xi-1) +···+pd-I (Xj+l - Xi+l) f. 0 

car pd-I > I:,f;i pi. Pour le second point, il suffit de demontrer que (x;) 
n' est pas superieur ou egal a (x;). Soit j tel que x j = 0, et xi = 1. On verifie 
alors que 

/ d-1( · ') d-Z( 1 ) ( 1 ) 0 p Xj-Xj +p Xj+I-Xj+I +···+ Xj-J-Xj-1 < 

pour la meme raison que precedemment. D 

Corollaire 3.3.4. fl existe une seule configuration de Raynaud faisant 
intervenir deux sommets opposes. Elle est de cardinal un si ces sommets sont 
(0, ... , 0) et (1, ... , i) et de cardinal deux sinon. 

Demonstration. Combiner les lemmes 3.3.2 et 3.3.3. □ 

Exemple~3.5. Lorsque d = 2 on a inf{(0, 1), (1, 0)} = (p~I' P~ 1 ). 
2 2 -

Lorsque d = 3, inf{(0, 1, 0), (1, 0, 1)} = (-eP--;~~P , P Pt~~', 0). 

Considerons maintenant un schema en groupes fini et plat G sur S = 
Spec(Ok) de rang pzd, muni d'une action de kp qui en fasse un kp-vectoriel 
de dimension deux et qui soit isomorphe a son dual de Cartier de maniere 
kp-lineaire. De tels groupes proviendront ·par exemple de la p-torsion de 
varietes de Hilbert-Blumenthal pour OF. Soit H1, Hz et H3 trois sous-groupes 
distincts de Raynaud de G (sous-groupe de Raynaud signifie sous-groupe fini 
et plat ferme de G de rang pd, stable sous l' action de ()p ), numerotes dans 
un ordre indifferent. 

Demonstration. Dans le kp-espace vectoriel de dimension deux abstrait 
G(K), on peut supposer le groupe H 1 (K) engendre par un element x, le 
groupe Hz(K) engendre par un element y et H3(k} engendre par x + y. 
On a un morphis~e de somme H1 x Hz ➔ G[p] qui est un isomorphisme 
generiquement. Considerons le morphisme inf{H1 , Hz} vers H1 x Hz, 
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appliquant un generateur de inf{ H1, H2}(K) sur (x, y ). Le morphisme 
compose inf{H1, H2} ➔ H1 x H2 ➔ A[p] a pour image H3. □ 

On va maintenant s'interesser a taus les sous-groupes de Raynaud de G en 
meme temps. 

Corollaire 3.3.7. L'ensemble des classes d'isomorphismes de sous-groupes 
de Raynaud de G forme une configuration de Raynaud (Po, ... , PN) de 
cardinal O s N s d. De plus il existe un unique sous groupe appartenant a 
chaque classe d'isomorphisme Pi pour i ~ 1. 

Demonstration. Soit H1, H2, H3 trois sous-groupes de Raynaud distincts. 
On verifie facilement grace au lemme precedant que inf{H1, H2} 
inf{H1, H3} '.:::'. inf{H2, H3}. Notons done inf cette classe d'isomorphisme. 
Si C est une classe d'isomorphisme de sous-groupes de Raynaud de G 
verifiant C > inf alors C est reduite a un element. En effet, si elle 
possedait deux element, disons H et L, on aurait inf{H, L} = C = inf, 
ce qui est absurde. Par consequent, inf et les classes d'isomorphismes de 
sous-groupes de Raynaud de G forme une configuration de Raynaud, disons 
(Po = inf, P1, ... , PN). Comme N s d et que les classes d'isomorphismes 
P1, ... , PN sont de cardinal 1, il existe des sous-groupes de Raynaud de G 
dans Po. □ 

Disons que Gest ordinaire s'il est isomorphe a kF x (kF © µ p) sur S. 

Corollaire 3.3.8. Supposons qu'il existe deux sous-groupes de Raynaud 
H et H' de G de coordonnees des sommets opposes du cube. Alors les 
classes d'isomorphismes de sous-groupes de Raynaud de G forment une 
configuration de Raynaud de cardinal un si G est ordinaire et de cardinal 
deux sinon. De plus, dans ce dernier cas les groupes H et H' sont uniques 
dans leur classe d'isomorphisme. 

Demonstration. La premiere assertion resulte du corollaire 3.3.4. Le fait 
que H et H' soient uniqµes dans leur dasse d'isomorphisme si on a urie 
configuration de Raynaud de cardinal deux resulte de 3.3.7. D 

3.4 Surconvergence 

Nous allons montrer que le lemme 3.3.3 et le corollaire 3.3.8 s'etendent par 
continuite a des sommets « presque opposes » du cube. Nous noterons 
l = (1, ... , 1) E [0, l]d et pour tout sous-ensemble W de [0, l]d, nous 
noterons 1- W = {l - x Ix E W}. 
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Lemme 3.4.1. Soit Z un sommet de [0, 1]d. fl existe un voisinage W de Z 
dans [O, i]d tel que pour tout point x = (x;) E W, y = (Yi) E 1- W, 
on a 1-f.i(x) • =f. 'H.;(y) pour tout i. De plus, si Z .=I- (0, ... , 0) ou 
Z =I- (1, ... , 1), ii existe E: > 0 dependant de W mais pas de x et y tel que 
deg(inf{(x;), (y;)}) < inf{deg((x;)), deg((y;))} - e. 

Demonstration. Le lemme 3.3.3 garailtit que l'enonce est vrai lorsque x = Z. 
La condition 'H.; (x) =f. 'H.; (y) pour tout i est ouverte pour la topologie reelle 
de ([0, 1]d)2. II existe done un voisinage W de Z dans (0, l]d tel que cette 
condition reste satisfaite sur W xJ - W. Toujours d'apres le lemme 3.3.3 et 
la proposition 3.2.l, si x = Z est different de (0, ... , 0) ou (1, ... , I) on a 
deg(inf{(x;), (I-xi)}) < inf{deg((xi)), deg((l-x;))}. Par continuite, ii existe 
done e > 0 et Wun voisinage de Z dans (0, l]d tel que deg(inf{(x;), (y;)}) < 
inf{deg((xi)), deg((y;))} - e pour (x, y) E W x 1 - W. □ 

' . -

Corollaire 3.4.2. Soit Z un sommet du cube. fl existe un voisinage W de Z 
dans [0, l]d tel que s'il existe deux sous-groupes de Raynaud H et H' de G de 
coordonnees respectives dans W et dans l - W, les classes d'isomorphismes 
de sous-groupes de Raynaud de G forment une configuration de Raynaud 
de cardinal un si Z = (0, ... , 0) ou (1, ... , 1) et de cardinal deux sinon. 
De plus, dans ce derniercas les groupes H et H' sont uniques dans leur classe 
d'isomorphisme. Dans ce dernier cas, ii existe egalement E: > 0 dependant 
juste de W tel que deg(inf(H, H')) < inf{deg(H), deg(H')} - £. 

Demonstration. II suffit de prendre W comme dans le lemme 3.4.1 et 
d'appliquer le lemme 3.3.2 et le corollaire 3.3:7. D 

4. Geometrie et dynamique 

4.1 Schemas de Hilbert 

Le corps F designe toujours une extension totalement reelle de Q de 
degre d ::::: 2 et d'anneau d'entiers OF dans lequel p est inerte. On note 
Fp Ia completion p-adique et kF le corps residue! associe. On identifie 
GaJ(Fp/Qp), GaJ(kF /IF p) et Z/d'l en envoyant le Frobenius arithmetique en 
p sur I. Le corps K est toujours une extension finie de Qp qui contient Fp, 
d'anneau d'entiers OK, d'uniformisante 'IT: et de corps residue} IF. On note v 
la valuation de K normalisee par v (p) = 1. 

Definition 4.1.1. Un schema abelien de Hilbert-Blumenthal (SAHE) sur 
un schema S est un schema abelien A sur S de dimension d muni d'un 
plongement (h ~ Ends(A). 
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Soit N :::::: 5 un entier premier a p. Notons o la differente de F. Soit c un 
ideal fractionnaire de F. On note c+ le cone des elements totalement positifs 
de c. Notons Yr1(N),c ➔ Spec(Z[l/N]) le schema dont les S-points soot les 
classes d'isomorphismes des triplets (A, i, </>) ou 

i. A est un schema de Hilbert-Blumenthal sur S, 
ii. z : J-I ®z µN "-+ A[N] est une injection de groupes etales, 

iii. </> est une c-polarisation de A. 

Dans cette definition, une c-polarisation est un homomorphisme 
0 F-lineaire </> : c ➔ P(A), ou P(A) est le OF-module projectif de rang 1 
des morphismes symetriques f : A ➔ A', tel que </J envoie c+ dans le cone 

des polarisations p+(A) et induise un isomorphisme A ®<:h c -'.+ At, qu'on 
note encore <p. 

Soit {Cj} des representants du groupe de classe Cl(F)+, qui est le 
quotient du groupe des ideaux fractionnaires par le sous-groupe des 
ideaux principaux engendres par les elements totalement positifs. On note 
Yr1(N) = IL Yr1(N),cr Ce schema est independant du choix des {Cj} a 
isomorphisme non unique pres. Plus precisement, etant donne deux ideaux 
fractionnaires c et c' et ,1. E F*+ totalement positif tel que c' = ,1. • c, on 
obtient un isomorphisme [,1.] : Yr1 (N),c ➔ Yr1 (N),r' qui depend de ,1. (en effet, 
on peut toujours multiplier A par une unite positive). 

Remarque 4.1.2. Si l'ensemble A.0}+ contient un nombre rationnel, alors 
il en contient un unique, disons A rat. Le rationnel A rat foumit alors un 
isomorphisme canonique entre Yr,(N),c et Yr,(N), r'· 

Soit Yr1 (N)nro(p) ➔ Spec(Z[l/ N]) l'espace de modules dont les S-points 
soot les classes d'isomorphismes de donnees (A, z, </>, A', z', </>', a) oii le 
triplet (A, z, </>) est un point de Yr,(N),cj pour un certainjdeal Cj, le triplet 
(A', z', </J') est un point de Yr,(N),cj pour le meme indice jet a : A ➔ A' est 
une isogenie O F-lineaire verifiant -

at o </J' o a = </> o p. 

On note H "-+ A[p] le noyau de a. C' est un groupe de rang pd stable sous 
I' action de OF. 

Lemme 4.1.3. Le schema en groupes fini et plq_t H est de Raynaud 
sur Yr1(N)nr0(p) x Spec(Zp)-

Demonstration. 11 faut verifier par definition que H satisfait la condition ( **) 
de [Ray, p.246]. C'est le cas si Yr1(N)nro(p) est plat sur Spec(Zp)- Mais la 

. the<>rie ciu_modele local (voir [St]) montre que localement pour la topologie
etale, le schema Yr1 (N)nro(p) est donne parles equations XI • YI = p, ... , Xr • 

Yr = p entre les variables XI, YI, ... , Xd, Yd pour r < d. Sa platitude est 
alors evidente. D 
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4.2 Les fonctions degres 

Nous noterons desormais X = Yr1(N)nro(p) xspec(Z[l/N]) Spec(OK) et Y = 
Yr1 (N) xspec(Z[I/N]) Spec(OK ). Nous noterons egalem~nt x la completion de 
formel de X le long de sa fibre speciale et Xng la fibre rigide de x. Nous 
n'utiliserons pas Jes notions similaires pour Y. 

Nous disposons du schema abelien A sµr X et de H c A[p] qui est un 
sous-groupe de Raynaud. Considerons WH le faisceau conormal a la section 
unite de H. On peut le decomposer selon les plongements de kp dans lF 
en WH = EBi WH,i• Posons Ji = Fitto WH,i+I ou Fitto designe le 0-eme 
ideal de Fitting. C'est un faisceau inversible d'ideaux de tlx. Soit 6'xrig le 

· sous-faisceau de tlx,;
8 

des elements de norme sup inferieure a 1. Les faisceaux 
Ji induisent sur Xrig des faisceaux d'ideaux inversibles 

J; C 6'x,;
8 

et pour tout x E Xrig on peut considerer le rationnel deg; H(x) = v(Ji(x)). 
On dispose ainsi de fonctions 

deg; : Xng -+ [0, 1] 

x 1--+ degi H (x) 

d'une fonction 

DEG: Xng-+ [0, 1t 
x 1--+ (deg; H(x))t:s.i=':.d 

et d'une fonction 

deg : Xng -+ [0, d] 

x 1--+ deg H(x) = L deg; H(x) 

Toutes ces fonctions sont continues et sont localement egales a la 
·valuation p-adique de fonctions analytiques. De plus, !'image inverse par 
n'importe laquelle de ces fonctions de tout sous-ensemble de [O, 1]d defini 
par un nombre fini d'inegalites affines est un ouvert de Xrig• Cette image 
inverse est quasi-compacte si Jes inegalites sont larges et definies par des 
hyperplans rationnels de [0, l]d. Pour tout (v;) E [O, tt, nous noterons 
X::::(o;) = {x E Xrig I DEG(x) ~ (v;)}. Pour tout v E [0, d], on pose de 
meme X::::v = {x E Xng I deg(x) ~ v}. On utilisera egalement la notation 
X>v = {x E Xng I deg(x) > 7:}. 

Remarque 4.2.1. La fonction deg est deja definfo dans [Fa]. Les fonctions 
deg; meritent le nom de « fonctions degre partielles ». Elles peuvent 
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etre definies de la meme maniere pour tout groupe fini et plat ayant une 
structure kp-vectoriel sur un schema formel admissible. 

Pour toute strate Z du cube on note Xz l'image inverse de Z via DEG dans 

Xng· 

4.3 Correspondance de Hecke 

Soit C ➔ Spec(K) l'espace de modules dont les S-points sont les classes 
d'isomorphisme de quintuplets (A, i, <P, H, L) ou A est un schema abelien de 
Hilbert-Blumenthal sur S, i est une structure de niveau de type f1 (N), <Pest 
une c j-polarisation pour un indice j, et H et L sont des sous-groupes de A[p] 
de rang pd stables sous I' action de OF verifiant L n H = { 0}. 

On dispose de deux projections etales Pl, p2 : C ➔ XK ou Pl est l'oubli 
de Let P2 envoie (A,i,</>,H,L) sur (A/L,i',</>',A[p]/L) ou i' est la 
structure de niveau N image de i et si <p est une c-polarisation de A alors 
¢' est la c-polarisation induite sur A/ L. Remarquons que A/ L est en fait 
muni d'une p • c-polarisation mais la division par p permet de la transformer 
canoniquement en une c-polarisation. , 

L' analytifie Can dans le sens de [Be, par.0.3] est muni de deux morphismes Pl 

et P2 vers l'analytifie Xan, qui contient Xng· On note 

Crig = Can X Pl, Xan Xrig 

qui est toujours muni de deux morphismes PI, P2: Crig ➔ Xng• Soit P(Xrig) 
!'ensemble des parties de Xng• On dispose d'une application 

Up: P(Xng) ➔ P(Xrig) 

S ~ P2 o p1
1 (S) 

Rappelons la proposition classique suivante: 

Proposition 4.3.1. Soit g : T ➔ S un morphisme plat d'espaces rigides· 
quasi-compacts. Le morphisme g envoie les ouverts quasi-compacts de T sur 
des ouverts quasi-compacts de S. 

Demonstration. Voir [Bo], coro 2, page 182. □ 

I 
--Corollaire 4.3.2. - Dapplication Up -envoie- 0 les·- parties finies -dans- les 
parties fmies, les ouverts zariskiens dans les ouverts zariskiens, les ouverts 
admissibles quasi-compacts dans les ouverts admissibles quasi-compacts. 
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4.4 Contraction et points speciaux 

Nous allons a present etudier le comportement dynamique de l'operateur Up 
agissant sur Xng• 

Proposition 4.4.1. Pour tout (v;) E [0, l]d, on a Up (X:;::(v;)) C X:;::(v;)· 
De meme, pour tout v E TO, d], on a Up (X:;::v) C X:;::v 

Demonstration. Ces assertioqs __ se tes_tent p9int par_ point. Comme Up agit 
sur un point de Xrig en agissant par des isogenies sur le schema abelien 
correspondant, la premiere partie de la proposition est juste la definition de la 
relation d' ordre ::: sur les schemas en groupes de Raynaud et sa caracterisation 
via DEG fournie par la proposition 3.2.1. La seconde partie provient de la 
premiere en sommant sur Jes indices 1 :'.S i :'.S d et divisant par "2:,f~6 pk, 
compte tenu de la definition de la relation d'ordre ::: sur [0, l]d et du fait 
que deg= "_2,f~1 deg;. D 

Des enonces plus fins sont en fait vrais. 

Proposition 4.4.2. Soit L uneextensionfiniede K etx = (A, H) E X(OL)
Soit Nun entier::: 1. S'il existe y E u; ({x}) tel que deg(x) = d~g(y) alors 

i. H est un groupe de Barsotti-Tate tronque d'echelon 1, 
ii. il existe un groupe de Barsotti-Tate tronque GN C A[pN] d'echelon N, 

de.hauteur d, stable sous !'action de OF, tel que ['application naturelle 

soit une immersion fermee, 
iii. il existe (x;) E {O, l}d tel que DEG(H) - (x;) et D_EG(GN[p]) = 

(1 - x;). 

Demonstration. On obtient d'apres Jes proprietes i et iii en adaptant 
[Pi, prop.2.4] pour tenir compte de }'action de Oi. On obtient egalement 
potentiellement la propriete ii. 11 existe done une extension finie L' de L et un 
groupe de Barsotti-Tate tronque G N c AoL, [pN] sur Spec(Ou) d'echelon 
N, de hauteur d, stable sous I' action de OF, tel que I' application naturelle 

GN x Hou ➔ Aou[PN] 

·soit une immersion fermee. 
Pour eviter au lecteur de consulter [Pi], rappelons }'argument et son 

adaptation au cas d'une action de OF. On utilise librement Jes proprietes 
de base de la fonction degre de. [Fa]. II existe pour O :'.S i < N un 
point x; E Xng tel que xo = x, x;+1 E Up({x;}) lorsque 1 :'.S i :'.S N - 1 
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et XN = y. Quitte a etendre L en L', on peut supposer que x; E X(Ou). 
11 existe egalement une suite de groupes finis et plats L; sur Spec(Ou) tels 
que x; = (A/L;,lm(H ➔ A/L;)) pour tout i. On a L;-1 C L; et L; 
est de rang pdi muni d'une action de OF qui en fait un OF/ pi -module 
Iibre de rang un. Comme deg(x) = deg(y) et que le degre augmente par 
isogenie, on obtient deg(x) = deg(x;) pour tout i. Le degre detectant Jes 
isomorphismes sur Spec(Ou) parmi Jes morphismes sur Spec(Ou) qui sont 
des isomorphismes sur Spec(L'), on obtient pour tout i un isomorphisme 
H '.::::'. Im(H ➔ A/L;Ystable par J'action de OF sur Spec(Ou). On obtient 
en particulier un isomorphisme OF-lineaire H x L;/L;-1 '.::::'. (A/L;-1)[p] 
sur Spec(Ou). Posons GN = LN. Si N = 1 on en deduit que G1 est un 
groupe de Barsotti-Tate tronque d' echelon un stable par OF. Si N > 1, 
on obtient deg(H) = deg((A/ L;-1)[p]) - deg(L;) + deg(L;-1) = 
d - deg(L;) + deg(L;-1) car le degre est additif sur Jes suites exactes courtes. 
Pour tous O .::: j .::: i .::: N, la suite courte O F-lineaire 

pi 
0-➔ Gj-➔ G;-➔ G;-j-➔ 0 

est exacte en fibre generique. Elle est done exacte sur Spec( 0 L') puisque 
deg(G j) +deg(G j-i) = deg(G;) d'apres la formule precedente. On en deduit 
que G Nest bien un groupe de Barsotti-Tate tronque d'echelon N, de hauteur 
d, stable sous )'action de OF. 11 est clair qu'on dispose d'une immersion 
fermee GN x Ho

1
_, ➔ AoL1 [pN]. En particulier, G 1 est isomorphe au dual 

de Cartier de H et done DEG(G1) = (1 - x;) (voir [Ray], rem. 1.5.3). 
II s' agit finalement de ptouver que G N est en fait defini sur L. Commern;ons 

par traiter le cas N = 1. On peut supposer L' / L galoisienne. Soit a E 

Gal(L' / L). Notons Gf le tordu par a de G1. C'est toujours un groupe de 
Barsotti-Tate tronque sur Spec(Ou) inclus dans Aou[P] et ii est stable par 
1' action de OF car L contient Fp par hypo these. 11 existe un isomorphisme 

Gf x Hou = Ao1_,[p] 

sur Spec(Ou), ce qui montre que DEG(Gf) = (1 - x;). D'apres le 
corollaire 3.3.8, on en deduit que Gf[p] = G1 [p] comme sous-groupe de 
Ao 

1
_, [p]. Ainsi G I est bien defini sur Spec( 0 L) tout com me son plongement 

dans A[p]. 
On raisonne par recurrence sur N pour traiter · 1e cas general. Supposons 

que le groupe GN-1 relatif n'importe quel point x' = (A', H') verifiant Jes 
hypotheses de la proposition est defini sur L et montrons que c'est le cas 
de GN relatif ax= (A, H). Posons x' = (A/G1, H/G 1) qui est bien defini 
Sllf L. Le groupe Gtv tefatif a i est alors l'image invers·e du-groupe GN...:.1 
relatif ax' par l'isogenie A ➔ AJG1 et il est d~nc defini sur L. □ 
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Definition 4.4.3. Soit Z = (xi) E {O, l}d 'un sommet du cube. On appelle 
point special d'ordre N de Xz un point x E Xz. qui verifie les hypotheses 
de la proposition 4.4.'2 pour l'entier N. Le lieu special d'ordre N de Xz est 
!'ensemble des points speciaux d'ordre N. 

On note S2 (N) ldieu speciald'ordre N dii'X2: On a bien sur Sz(N + 1) c 
Sz(N). 

Proposition 4.4.4. Le lieu special de Sz(N) est un ouvert quasi-compact de 
Xz. Si Zest different de (1, ... , 1), il existe un sous-groupe special 

GN C A[pN] xx,ig Sz(N) 

localement Libre de rang un comme OF/ pN OF-module dont la fibre en tout 
point de Sz(N) soit le groupe construit dans la proposition precedente. 

Demonstration. Si Z = (1, ... , 1) on a Sz(N) = Xz pour tout N et la 
proposition est claire. Supposons done Z -:/=- (1, ... , 1) et commem;ons par 
traiter le cas N = l. Soit Cz(l) l'ouvert quasi-compact de Crig ou H a 
pour coordonnees (xi) et L pour coordonnees (1 - xi)- Son image. par le 
morphisme etale Pl est S2 (1), c'est done un ouvert quasi-compact. D'apres 
le corollaire 3.3.8, le morphisme etale Pl : Cz(l) ➔ Sz(l) a des fibres 
geometriques de cardinal un. C'est done un isomorphisme et ii admet un 
inverse qui fournit une section s de Sz(l) dans Crig• L'image inverse du 
groupe universel L sur Crig pars est le groupe G1 cherche sur Sz(l). 

Traitons maintenant le cas general par recurrence. Supposons done la 
proposition demontree pour N - 1 et verifions la pour N. Au dessus de 
Sz(N - 1), on dispose done d'un groupe GN-1. On peut done considerer le 
morphisme Sz(N - 1) ➔ Xrig donne par (A, H) H (A/G1, H/G1). Alors 
Sz(N) est ]'image inverse de Sz(N - 1) par ce morphisme, et le groupe 
GN sur Sz(N) est l'image inverse du groupe GN-1 sur Sz(N - 1) par ce 
morphisme. □ 

Remarque 4.4.5. Lorsque Z = (0, ... , 0), on a alors Xz = Sz(N) pour 
tout N et G N est le sous-groupe canonique d' echelon N. La proposition 

. precedente est bien connue dans ce cas. 

En dehors des points speciaux, on a de bonnes proprietes de contraction 
de la correspondance vers le tube multiplicatif ordinaire X(l, ... ,1)· Nous 
utiliserons la proposition suivante. 

'Proposition 4.4.6. Soit n E N, 0 ::: n =s d - I. Soit 17, µ E IR, 
0 < 17 < µ < 1. fl existe un entier N E N tel que 

U': (X~n+11) C X~n+µ, 
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Demonstration. La fonction degre augmente strictement apres application 
de Up sur X :::::n+ 11 \X >n+µ-grace a la proposition 4.4.2. Comme X :::::n+ 11 \X >n+µ 
est quasi-compact et que la fonction degre est localement la valuation d'une 
fonction analytique, il resulte du principe du maximum qu'il existe c: > 0 tel 
que pour tout x E X:::::n+ 11 \X>n+µ, et tout y E Up({x}), deg(y) ::::: deg(x) + E. 

11 en resulte que U'j) (X:::::n+ 11 ) C X:::::n+ 11+mi: U X::::n+µ pour tout m ::::: 0. 
On en deduit le resultat. □ 

4.5 Surconvergence des groupes speciaux 

Tout comme le sous-groupe canonique surconverge dans un voisinage strict 
du lieu ordinaire, on a aussi surconvergence des groupes speciaux sur des 
voisinages stricts des ouverts-quasi compacts Sz(N) pour Z un sommet 
de [0, I]d et N ::: 1 un entier. Nous allons en fait exhiber des voisinages de 
surconvergence ayant une allure precise, bien que dependant de bornes non 
quantifiees. Quantifier precisement de telles bornes nous serait inutile. Pour 
tout point P E IB_d et t E [0, d] notons 

VP,t = {x E [O, Il Ix::::: Pet deg(x)::: t} 
et X:::::P,g = DEG-I (Vp, 1). 

Lemme 4.5.1. On a Up(X:::::P,g) c X:::::P,g U X::::t pour tout P E ]Rd 

et t E [0, d]. 

Demonstration. Immediat par la proposition 4.4.1. D 

Lemme 4.5.2. Soit Z un sommet de degre r et (Pn) E (JRd/i une suite 
croissante ( au sens de la relation d' ordre ::::) tendant vers Z pour la topologie 
standard. On suppose de plus que pour tout n E N, Zest dans l'interieur de 
la pyramided' equation (xi) ::::: Pn. Les ouverts 

{X>P <r+-t_}nEN 
- n, - n+1 

forment un systemefondamental de voisinages stricts de Xz. 

Dimonstration. Le sommet Zest bien dans l'interieur de VP +-1- et done 
n, r n+l 

est un voisinage strict de X z. Remarquons que pour tout point P E ]Rd, 

_l'hyperpl~~--~~ JR~_i_'_e9uation -deg P = Li Xi intersecte la pyramide 
d'equation (xi)::: P au seul point P. 11 en resulte que les 

V 1 
Pn, r+ n+I 
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forment une suite decroissante de compacts de ]Rd d'intersection Z. On en 
deduit que pour tout voisinage ouvert U de Z dans [0, l]d, ii existe n tel que 
Vp +-'- c U. Par un argument identique a celui de la prop. 4.3.5 de [Pi] 

n, r n+l 

(lui-meme decalque de la prop. 1.2.2 de [Be]), on voit que les DEG-1(U) 
ou U parcourt les voisinages ouvert de Z dans [0, l]d forment uh systeme 
fondamental de voisinage stricts de X z. Par consequent, les 

forment un systeme fondamental de voisinages stricts de X z. □ 

Lemme 4.5.3. Soit Z un sommet de degre r _::: d - 1. fl existe un voisinage 
strict W de X z dans X qui verijie les proprietes suivantes: 

i. pour tout x = (A, H) E W tel que Up(x) n W =fa 0, !'ensemble des 
sous-groupes de Raynaud de A[p] forme une configuration de Raynaud 
de cardinal 2 si r ~ 1 et de cardinal 1 si r = 0, 

ii. dans la situation de i, H possede un supplementaire privilegie G1 tel que 
DEG(G1) E 1- DEG(W), et tout sous-groupe de Raynaud de A[p] 
different de H et G1 est isomorphe a inf{H, GI}, 

iii. dans la situation de i, il existe E: > 0 dependant Juste de W mais pas de x 

tel que deg(inf{H, Gd) ::: d - r - E:. 

Demonstration. Soit W un voisinage arbitraire de Z dans [O, it. Posons 
W = DEG-1 (W) qui un voisinage ouvert de Xz dans Xng• Soit x = 
(A, H) E Xrig tel que Up(x) n W =p 0. II existe done un sous-groupe 
de Raynaud H' de A[p] tel que DEG(H) E W et DEG(H') E 1 - W 
(car DEG(A[p]/ H') E W). II suffit alors de choisir W comme dans le 
corollaire 3.4.2. 

Remarquons que quitte a choisir pour Wun voisinage de Z dans [0, l]d de 
forme polyedrale delimite par des hyperplans definis sur (Ql, on peut supposer 
que W est un voisinage strict quasi-compact de X z. □ 

Dans le reste de cette partie, on fixe un sommet Z de degre ::: d - 1. Fixons 
un voisinage strict quasi-compact Uz c W de la forme X?:P,:s.u du sommet 
Xz ou u E]r, r + E:[ (ou E a ete defini dans le lemme precedent). II existe 
d'apres le lemme 4.5.2. Posons Uz(N) = {x E Uz I u; (x) n Uz =p 0} pour 
tout N ~ 1. Posons aussi Uz(0) = Uz. 

Proposition 4.5.4. Les proprietes suivantes sont verifiees. 

i. Uz(N) est un ouvert quasi-compact pour tout NE N?:l• 

ii. Sz(N) C Uz(N) pour tout NE N>t• 
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iii. Uz(N) C Uz(N - l)pourtout NE N~1-
iv. Il existe un sous-groupe 

qui est localement libre de rang un comme OF/ pN OF-module, qui 
verifie H n G N = {O} et dont la restriction a S z (N) est le groupe special 
d'echelon N construit precedemment. 

V. La correspondance up est la reunion u;P u u;sp sur Uz (1) OU u;P est 
la correspondance « diviser par le groupe special » et u;sp est son 
complementaire. 

vi. On a u;P (Uz(N)) c Uz(N - 1) et u;sp (Uz(N)) c X~u pour tout 

N EN>!· 

vii. On a u;P(Uz(N)\Uz(N + 1)) C Uz(N-1)\Uz(N) pour tout N E N~1-

Demonstration. Chaque Uz (N) est image inverse d'un ouvert quasi-compact 
par une correspondance finie et done est quasi-compact. Cela prouve le point i. 
Le point ii est evident. On verifie que UP (x) n Uz = 0 ⇒ uJ (x) n Uz = 0 
et on en deduit le point iii. 

Pour demontrer le point iv on commence par supposer N = 1. Pour tout 
point x = (A, H) E U2 (1) on dispose d'apres le lemme precedent d'un 
unique supplementaire G1 de H tel que DEG(G1) E ! - DEG(Uz). Notons 
Cz(l) l'ouvert quasi-compact de Cng ou (A, H) E Uz(l) et DEG(L) E 

l - DEG(Uz). On obtient un morphisme etale Cz(l) ➔ Uz(l) dont les 
fibres geometriques sont de cardinal un. 11 possede done une section qui 
foumit le groupe G 1 voulu sur Uz (1 ). Lorsque N 2: 1, on raisonne par 
recurrence. Supposons done GN-1 construit sur Uz(N - 1) et cherchons a 
construire GN sur Uz(N). Considerons le morphisme Uz(N - 1) ➔ Xng 
donne par (A, H) ~ (A/ G1, H / G1). Alors Uz(N) est l'image inverse de 
Uz(N - 1) par ce morphisme, et le groupe GN sur Uz(N) est l'image inverse 
. du groupe. G N-.t sur Uz_( N -=-12 par ce_ morphisme. 

Au dessus de U z ( 1) on a done UP = u;P U u;sp OU en termes 
modulaires u;P divise par le sous-groupe G1. Cela prouve le point v. Le. 
fait que u;sp(Uz(N)) c X~u provient de la definition de u;sp et des 
lemmes 4.5.1 et 4.5.3, iii. Les autres assertions des points vi et vii sont 
evidentes. □ 

On peut faire surconverger plus encore les groupes speciaux. 

Proposition 4.5.5. Il existe un voisinage strict U~ (N) de Uz (N) dans Uz et 
un sous-groupe G N C A[pN] x XngU~ (N)·qui est localement libre de rang un- --

comme OF/ pN OF-module, qui verifie H n G N = {O} et dont la restriction 
a Uz(N) est le groupe GN construit precedemment. fl existe e' > 0 tel que 



378 Vincent Pilloni et Benoit Stroh 

pour tout x E U'1/Z) et tout sous-groupe de Raynaud L C Ax[P] different 
de H et de GN[P] on ait deg(L) < d - r - £

1
• 

Demonstration. Considerons l'espace CN,rig sur Xng qui parametre Jes 
sous-groupes LN de A[pN] qui sont des sous OF-modules localement libres 
derangunsurOF!PN"VerifiantHnLN = {O}.Laprojection'iiN,l: CN,rig ~· 
Xng est finie etale. Ladonne de G N fournit une sections de PN,I sur Uz(N). 
Comme Uz(N) est quasi-compact, !'existence d'un voisinage strict U~(N) 
de Uz(N) dans Uz et d'une sections' prolongeant s sur U~(N) resulte de la 
proposition 2.2.4. L'image inverse du groupe universe} LN sur CN,rig pars' 
fournit le groupe G N sur U~(N). 

II reste a verifier }'assertion de degre. Soit f : CN,rig---+ Cng le morphisme 
au-desus de Xrig foumi par LN ~ LN[p]. D'apres le point iii du lemme 4.5.3, 
ii existe £ > 0 tel que le degre de L soit :::: d - r - E sur le complementaire 
dans p'11 (Uz(N)) de !'image par f de s(UN(Z)). Quitte a rapetisser U~(N),. 
ii est clair qu'il existe O < e' < e tel que le degre de L soit :::: d - r - e' sur 
le complementaire dans p11 (U~(N)) de !'image par f de s(U~(Z)). D 

Sur tout ouvert ou le sous-groupe special surconverge on decompose la 
correspondance de Hecke UP en UP = U ;P U U ;sp. Cela vaut en particulier 
sur U~(N). Fixons maintenant v E]r, r + t:1

[. 

Lemme 4.5.6. Quitte a rapetisser Les U~ (Z), on peut conserver le meme £ 1 

verifiant Les conclusions de la proposition 4.5.5 et supposer que 

i. OnaU~(N) C U~(N - l)pourtout NE N2:1-
ii. On au/ (U~(N)) c U~(N - 1) et u;sp (U~(N)) c X2:v pour tout 

NEN:::t• 

Demonstration. Montrons juste que u;sp (U~(N)) c X2:v pour tout 
N E N:::1 sans meme avoir a rapetisser U~(Z). Par definition u;sp 
divise par !es sous-groupes de Raynaud L c A[p] differents de H et 
de G 1 = G N [p]. Mais ces groupes sont de degre < d - r - e' et on a done 
deg(A[p]/ L) > r + e' ::::: v. □ 

5. Prolongement analytique des formes modulaires 

5.1 Formes de Hilbert 

Rappelons qu'on a identifie Hom(F, K) = Gal(Fp/Qp) avec ZjdZ. A tout 
d-uplet (k1, ••. , kd) E zd correspond le caractere 

L k;·i 
iEZ/dZ 
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du tore ResF;Q<Gm xspec(Q) Spec(K). On appelle poids tout caractere de ce 
tore et on identifie !'ensemble des poids avec '/J_,d par la regle precedente. 
On notera A 1-+ At I' action de /5. E zd sur Res F ;Q<Gm x Spec(Q) Spec(K). 

Definition 5.1.1. Une forme de Hilbert classique sur X de poids ,c E zd 

est une loi fonctorielle f definie sur les OK-algebres R qui associe a tout 
quintuplet (A, i, cp, H, w)/ R ou (A, i,·cp, H) est un R.-point de X etw E WA/R 
est une section non nulle du faisceau conormal le long de la section unite, un 
element f (A, i, cp, H, w) E R et qui verifie l'equatio_nfonctionnelle 

f((A, i, cp, H, A.OJ)= A-K · f((A, i, cp, H, w) VA E (R ©Q F)x . 

Le faisceau conormal WA du SAHB universe! est un OF ©z Ox-module 
localement libre de rang un. On peut done le decomposer selon les elements 
de Z/dZ en somme de faisceaux inversibles 

OJA= EB WA,i• 
iEZ/dZ 

Pour tout ,c (k1, ... , kd) E zd, on definit al ors le faisceau inversible 
wK = @; w~ i. Les formes de Hilbert de poids ,c sur X sont done par 
definition les se~tions globales du faisceau inversible wK sur X. Notons encore 
wK l'analytifie de wK qui est un faisceau inversible sur Xrig· L'enonce suivant 
est une combinaison du « principe de Koecher » et du theoreme GAGA en 

- geometrie formelle. 

Proposition 5.1.2. L'application d'analytification induit un isomorphisme 
entre H 0(XK, wK) et H0(Xrig, wK). 

Demonstration. Soit X une compactification toro1dale de X sur Spec(OK) 
construite dans [La], thm. 6.1. Le faisceau wk s'etend en un fibre inversible 
sur X. Le principe de Koecher ([La], thm. 8.7) garantit que H0(XK, wK) = 
H0 (XK, wK) etque H0 (X xSpec(OK /n-n), wK) = H0 (XxSpec(OK /n-n), wK) 
pour tout n :::: 1. On en deduit que H0 (:t, wK) = H0(i, wK) ou X et i 
designent les completions formelies de X et X le long de leur fibre speciale. 
On a par definition H0(Xrig, wK) = H0 (X, wK) ©<:h K et on conclut par le 
theoreme GAGA de EGA III.4.1.5 qui garantit que H0(i, wK) = H0(x, wK) 
puisque le schema X est propre sur Spec(Ch). D 

/ 

Definition 5.1.3. L'espace des formes surconvergentes de poids ,c est le 
module 

H0 (XK, wK)t = colimv H0 (v, wK) 

.. __ ou la colimite est prise sur les voisinages stricts V du tube multiplicatif 
X(l, ... ,l) dans Xng• · ·-

On dispose d'une application de restriction injective H0 (X K, wK) "-+ 

H0 (X K, wK)t dont l'image est par definition }'ensemble des formes classiques. 
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5.2 Operateur de Hecke 

La correspondance UP agissant sur Xrig se releve en un operateur agissant 
sur Jes formes modulaires. Nous allons rappeler sa definition puis calculer" sa 
norme p-adique. 

5.2.1 · Definition. 

Rappelons qu'on a defini une correspondance /JJ, pz : C ➔ XK. Soit 
'It : A ➔ A/ L I'isogenie universelle au dessus de C. Elle induit un 
isomorphisme 

et done-tin morphisme 

n*(K) : P1wK ---*. PfWK 

pour tout K E '11.,d. Pour tout ouvert U de Xrig, considerons le morphisme 
compose 

On pose alors UP = ;d Up·. La normalisation par p-d optimise l'integralite 

de I' operateur Up sur Jes formes modulaires de Hilbert comme on peut le voir 
par un calcul explicite su_r Ie1tube X(l, ... ,I) a l'aide de Ia theorie de Serre-Tate, 
ou bien par un calcul de q-developpement. 

Explicitons cette definition. Soit U un ouvert de Xrig, une fonction 
f E H0(Up(U),cvK),unpointx = (A,z,</J,H) E U(K)etw E wA/i< une 
differenti_elle ne s'annulant pas. On a 

. 1 
Up(f)(x, cv) = pd L f(A/L, z', ¢/, A[p]/H, w') 

Lep11{x} 

oil. w' E w(A/L)/i< est definie par la formule n*w' = cv. 

Remarque 5.2.2. L' operateur UP a git sur I' espace des formes modulaires 
surconvergentes de poids K d' apres Ia proposition 4.4.1. 

Soit U un ouvert de Xrig• Si un sous-groupe special est defini sur U, on 
peut de meme considerer Jes operateurs u? et u;sp : H0(Up(U), wK) ➔ 
H°(U, coK) definis par Jes regles 

Sp 1 I / I 
Up (f)(x,.w) = d · f(A/G1, z, ¢,, A[p]/G1, w) 

p 
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et 

= 1
d L, f(A/L,i',¢/,A[p]/L,w'). 

p 1 
Lep1 (x}, Lf:G1 

0 1 sp nsp 
n a a ors Up = Up + UP . 

5.2.3 Calcul de la norme 

381 

Soit A ➔ Spec(Ok) un SAHB et L C A[p] un sous groupe de Raynaud. 
On note (x;) les coordonnees de L via l'application DEG. On a une isogenie 
n : A ➔ A/ L qui induit une suite exacte de Ok @zP OF-modules 

7r* 

0-➔ WA/L -➔ OJA -➔ OJL ➔ 0. 

On peut decomposer cette suite exacte selon Jes elements de Gal(F /Q) 
Z/d'll, et on obtient comme composante isotypique une suite exacte courte 

1r!' . 
0-➔ WA/L,i 4 WA,i -➔ WL,i ➔ 0. 

Cette suite s'identifie a la suite 

pxi-1 
0-➔ OK -➔ OK-➔ Ok/ pXi-l OK -4 0. 

Soit Z = (x;) E {0, l}d un sommet du cube distinct de (1, ... , 1). Soit Wun 
voisinage de X z sur lequel on dispose de l' operateur uiP. On definit alors la 
norme de u;P sur W par 

On a alors la proposition suivante. 

Proposition 5.2.4. Pour tout ouvert V c Sz(l), si on note Z = (x 1, ... , xd) 
ona 

r-': ~ •.---
;_--~ .· ·-

Pour tout µ > 0, il existe un voisinage strict Uz de Xz comme dans la 
proposition 4.5.4 tel que pour tout ouvert V C U~(l), on a 

1uiP1v ::::: pd+µ+L k;(X;-1-I)_ 

~~-Demonstration.-La.norme de usp_ sur V est pd (a cause de la normalisation) . 
rnultiplie par p- Li k; deg;_, (Gi). On obtient la premiere assettio"nJ,uisqutfte-:--'"' ~~-i

sous-groupe special G 1 ausdessus de S2 (1) a pour DEG la famille (1 ~ x;). 
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Le voisinage Uz construit dans le paragraphe 4.5 depend du choix originel 
de Wun voisinage de Xz dans Xng effectue dans le lemme 4.5.3. On avait 
par construction W = DEG-1 (W) ou W etait un voisinage de Z dans [O;l]d. 
Comme d'apres le lemme 4.5.3, on a DEG(G1) E 1- W sur tousles points 
de W dans la situation du point i du )emme 4.5.3, on peut bien choisir W 
assez proche de z pour que 1u;P1v :::: pd+i,+Lk;(x;- 1::: 1) sur tout ouvert 
V c U~(l). D 

/ 6. Le prolongement analytique 

Nous allons demontrer le theoreme suivant, qui est le theoreme 1.1 de 
l 'introduction. 

Theoreme 6.1. Soit f une fonne· modulaire de Hilbert surconvergente de 
poids K = (k1, k2, ... , kg) propre pour l'operateur Up de valeur propre ap. 
Si v(ap) < infi(k;) - d alors fest classique sur XK. 

L' objet essentiel de cette section sera de prouver le lemme suivant en 
plusieurs etapes. On se place sous les hypotheses du theoreme 6.1. 

Lemme 6.1.1. Soit O .:::: r .:::: d - 1 un entier. Supposons qu'il existe 17 > 0 
et un prolongement def sur X>r+t-,1 verifiant toujours l'equation Up(/) = 
ap · f. fl existe alors 171 > 0 et un prolongement de f sur X >r-,,' qui verifie 
l'equation Up(f) = ap · f. 

Demonstration du theoreme 6.1. II existe par hypothese 17 > 0 tel que f 

soit definie sur X>d-,1 et verifie l'equation Up(/) = ap: /. On peut done 
raisonner par recurrence en utilisant le lemme 6.1.1 et I' on obtient que f est 
prolongeable sur X~o = Xrig· Sa classicite resulte alors de 5.1.2. 

Nous allons demontrer le lemme 6. Ll en trois etapes: nous allons d' abord 
prolonger f jusqu'a X>r en utilisant seulement l'hypothese ·ap ::/= 0. Nous la 
prolongerons ensuite sur des voisinages stricts de X z pour Z parcourant Jes 
sommets de degre r du cube. C'est I'etape Ia plus delicate de !'article et Jes 
hypotheses sur le poids et Ia pente apparaissant dans I' enonce du theoreme 6.1 
seront necessaires. II sera alors facile de prolonger f jusqu'a X~r-1/2· 

6.2 Prolongementjusqu'a X>r 

Considerons le recouvrement admissible 
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de X >r• Soit r, > 0 tel que f soit definie sur X>r-tl-q• Par la proposition 4.4.6, 
pour tout n EN, il existe N E N tel que U{j (X>r+!) C X>r+i- 11 • On definit 

n 

f sur X > r+ ! par la formule 
ll 

On peut faire cela pour tout n EN, ce qui permet d'etendre fa X>r· 

6.3 Prolongement sur un voisinage strict d'un sommet de degre r 

Soit Z uri. sommet de degre r. Employons librement toutes les definitions 
et notations effectuees dans la partie 4.5 relativement a Z. Fixons done un 
voisinage strict Uz = X~P,:su de Z comme dans la partie 4.5 qui verifie de 
plus la propriete que pour tout ouvert V c U~(l), on a 

< 1. 

Ceci est loisible d'apres la proposition 5.2.4 et l'hypothese v(ap) < 
infi (ki) - d. 

On definit sur U~(N) la forme 

N-1 

!N = L a;i-1 . (u;Pi O u;sp(f) 

i=O 

pour tout N ~ I. Cette formule a un sens car le demier operateur par lequel 
on compose (prendre garde a l'ordre, qui peut paraitre illogique mais ne l'est 
pas car les operateurs de Hecke agissent en verite a droite sur les formes 
modulaires) est u;sp_ Or son image est dans X>r d'apres le point ii du 
lemme 4.5.6 et fest definie sur X>r· 

On definit sur X>p\Uz(N) la forme 

8N = a;N · u{j (f) 

et cette formule a bien un sens car UJ/ (X~p\Uz(N)) C X>r par definition 
de Uz(N) et que fest definie sur X>r• On ales compatibilites 8N = 8N+l sur 
X~p\Uz(N). SurU~(M)\Uz(N), on a (comparer avec [Pi], rem. 6.3.1.2): 

- - --- - --- -,,,,,..,.---::7 

pour tous 1 ::: M :::: N. 
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Lemme 6.3.1. Les sections gN sont bornees sur X~p\Uz(N) 
independamment de N ~ 1. 

Demonstration. La norme supremum de J1 sur Uz(l) est finie par quasi
compacite et d'autre part Up(X~p\Uz(l)) C X~u- La norme sup def est 
finie sur X~u par quasi-compacite. Comme g1 = a-;; 1 • Up(!), la norme 
sup de g1 sur X~p \Uz(l) est finie. Soit M = sup{lfi luz(l), lg1 lx>P\Uz(l)J}
On montre par recurrence sur N que 18NIX~p\Uz(N) ::: M. En-effet, sur 
Uz(N)\Uz(N + 1) ecrivons 

-1 usp( ) + -1 usp( ) 8N+l = 8N+1 - ap · p 8N+l ap · p 8N+1 

= f1 + a;1 · u;P(8N+J). 

Or la; 1-u;P(8N+1)lu~(N)\Uz(N+I) ::: l8N+1 luz(N-l}\Uz(N) grace au point vii 
de la proposition 4.5.4. □ 

Lemme 6.3.2. La suite If Niu' (N) est bornee et Les suites IJN- fN+1 lu' (N+I) z z 
et 18N - /NIU'z(N)\Uz(N) tendent vers zero lorsque N tend vers l'infini. 

Demonstration. D'apres la formule definissant JN, on a 

0 I" I" _ -N-1 (USP)N unsp(f) t I -N-1 (USP)N n a JN - JN+I - -ap · P o p e ap · P o 
u;sp(f)lu'z(N) tend vers zero quand N tend vers l'infini puisque 

< 1. 
a p U'z(N) 

On a enfin 8N - !N = a;N · cu;P)N (gN) sur U~(N)\Uz(N) qui tend aussi 
vers zero. □ ' 

Pour tout N E N>J on considere le recouvrement admissible {Uz\Uz(N), 
U~(N)} deUz. On d/spose d'une forme 8N surUz\Uz(N) etd'une forme fN 
surU~(N). Quitte a extraire des sous-suites des suites UN)NeN et (gN)Nfc.N, 
on peut supposer par le lemme precedent que 8N = fN mod pN iiJK sur 
U~(N)\Uz(N) et que fN = fN+I mod pN .iiJK surU~(N + 1). Notons hN le 
recollement de f N et g N mod pN • of sur Uz. On dispose done d'un systeme 
projectif de sections uniformement bornees (h N) N eN E H0 (Uz, wK mod pN • 
iiJK). On peut appliquer le gluing lemma du paragraphe 2.1.2 pour conclure 
qu'il provient d'une unique section fz E H0(Uz, wK). 
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6.4 Prolongement a X2:r-½ 

Soit Sr l'ensemble des sommets de [O, l]d de degre r. Notons 

U = X 2:r U LJ Uz . 
ZESr 

385 

On peut prolonger f a l'ouvert admissible (c'est le complementaire d'un 
ouvert quasi-compact dans un espace quasi-compact) X 2:r \ U ZESr X z par la 

formule f = a; 1 • UP f. On vient egalement de construire J z sur Uz pour 
tout Z E Sr. 

Lemme 6.4.1. Les sections f et J z coincident sur l'intersection de 
X2:r \ LJzESr Xz et Uz. On peut done recaller pour obtenir de cette far;on 
une section no tee encore f sur U. Cette section verifie Up (f) = a P · f. 

Demonstration. Soit Z E Sr. Posons Uz(oo) = nNUz(N) (vu comme 
sous-ensemble de Uz). Pour tout x E Uz\Uz(oo), on a par construction 
fz(x) = a;N u: (f){x) pour N assez grand. Par consequent, f et Jz 
coTncident sur (X2:r\Xz) n Uz C Uz\Uz(oo). On peut done recoller 
f et les Jz. Verifions l'equation fonctionnelle. Si x (/: UzEsrUz(oo), 
on a Upf(x) = apf(x) par construction. Si x E Uz(oo), f(x) = 
L~oa;i-l · cu;P)i O u;sp(f)(x) et 

Upf(x) = U? f(x) + u;sp f(x) 
00 

= 1:::a;i-l . (U;P)i+l o u;sp(J)(x) + u;sp f(x) 

i=O 

□ 

Lemme 6.4.2. Il existe N > 0 tel que u: (X>r-1) CU. 
- 2 

Demonstration. Soit V un ouvert quasi-compact de X tel que V n Xz = 0 
pour tout sommet Z de [0, it et VU U = X>r-l• Pour tout x EV et tout 

- 2 
y E Up(x), on a degy > degx d'apres le point iii de la proposition 4.4.2. _ 
D' apres le principe du maximum, il existe e > 0 independant de x E V tel que 

degy:::: degx +e. Pour touts:::: 0, on a done Ut(X2:r-½) C UU X2:r-½+se· 

□ 

On prolonge done f sur X :r~ l en. p~sant l ~- a--; N . u: (f). Cela tennine . 
- 2 

la demonstration du lemme 6.1.1 et par consequent du theoreme 6.1. 
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7. Extension des resultats au cas non-ramifie 

Expliquons comment etendre nos resultats au cas ou pest non ramifie dans F. 
On procede exactement comme dans [Sa] qui traite le cas p totalement 
decompose. Notons p · qF =, f[,= 1 n; la 9~~ompositi_on de pen ideaux 
premiers dans (h. Notons Fir; la completion de F 'en la place n; puis Oir; 
son anneau d'entiers ·et kir; son corps residue!. Posons d; = [Fir; : (Qp] 
qui' est le degre de kir; sur IF P et d = [F. : Q]. Pour tout 1 ::: i _:s r, soit 
D; = {a. E Hom(F, Cp)lv(a(n;)) > O}. On vedfie que Jes D; forment 
une partition de Hom(F, <Cp) et que le cardinal de D; vaut d;. On fixe un 
plongement F c+ K ou K est une extension finie de Qp incl use dans <C P 

telle que tout pIQngement de F dans <C p est a valeur dans K. 
On reprend toutes Jes notations en cours dans cet article, en particulier 

celles de la section 4.1, mais on ne suppose plus que p est inerte dans F. 
Ainsi Y designe toujours Ia variete de Hilbert-Blumenthal de niveau r1 (N) 
sur Spec(OK) qui parametre des triplets (A, i, <p) et X designe toujours la 
variete de Hilbert-Blumenthal de niveau r1 (N) n fo(p) sur Spec(OK) qui 
parametre Jes quadruplets (A, i, <p, H) ou H c A[p] est un sous-groupe fini 
et plat qui est un OF/ p-module libre de rang un. Une adaptation evidente 
du lemme 4.1.3 montre que X est plate sur Spec(OK)- La condition (**) 
de Raynaud sera done toujours verifiee. Le principe general ~st que taus Jes 
objets p-adiques se decomposent en morceaux indexes par I ::: i ,:s r. 

Lemme 7.1. fl existe sur Y un isomorphisme canonique A[p00
] = 

fl~=! A[n-;00
] entre groupes de Barsotti-Tate. Ce morphisme est equivariant 

sous ['action de OF lorsque cet anneau agit sur A[nf°] via son plongement 
dans Oir;· fl existe sur X un isomo,phisme canonique H = IT~=1 H[n;] 
stable sous ['action de OF, Le groupe H[n;] est un groupe de Raynaud 
en kir; -vectoriels sur X. 

7.2 Geometrie en niveau iwahorique 

Pour tout anneau d'entier O d'une extension finie non ramifiee de Qp, 
notons BTo le champ formel sur Spf(Zp) qui parametre Jes groupes de 
Barsotti-Tate G de dimension le rang de O sur 7l, P munis d'une action de 
0 et d'une polarisation principale O-Jineaire. Notons BTi le champ formel 
qui parametre Jes groupes de Barsotti-Tate G comme avant munis d'un 
sous-groupe de Raynaud H c G [p] en k-vectoriels, ou k est le corps residue! 
de 0. On dispose grace au lemme 7.1 de morphismes 

r 

'I' Y ➔ IT BToir; 
i=l 
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r 

"'iw : X ➔ IT BTiw 
.,, 01r; 

i=I 

. (A, i, <P, H) 1-+ {A[n/0
], H[n;]) l~i::::r 

Ces morphismes sont formellement etales d'apres la theorie de Serre-Tate. 
Par consequent la geometrie p-adique locale de X est similaire a celle d'un 
produit de r varietes de Hilbert associees a des corps totalerrient reels de degre 
d; dans lesquels p est inerte. lntroduisons dans cet esprit quelques notations. 
On a une application 

r 

DEG Xrig ➔ TI [0, Jti 
i=I 

et une application induite par Jes sommes partielles des coordonnees 

r 

deg : Xrig ➔ n [0, d;] 
i=I 

(A, i, <P, H) 1-+ (deg(H[n;]))1~i~r· 

Pour tout (v;)t~i~r E fl [0, d;] on note X2c(v;) l'image inverse via 
}'application deg du fem1e fl [o;, d;] de fl [O, d;]. 

7 .3 · Formes modulaires et operateurs de Hecke sur X . 0 

Le faisceau conormal WA de A sur X se decompose selon Jes element 
a E Hom(F, K) en 

WA = Et1 WA,u . 
(1 

-Pour tout d-uplet K = (ku) E zHom(F,K), on pose WK = ®a w~ (1. Les 
sections globales de ce faisceau- inversible forment le module des formes 
modulaires de poids ,c sur X. Les formes modulaires surconvergentes de poids · 
K sont !es sections du faisceau wK definie sur un voisinage strict du tube 
ordinaire multiplicatif X2c(di, ... ,d,) dans Xng· 

Supposons que (A, 1, ¢, H, w) est un point Cj-polai'ise de X et que 
L C A[n;] est un sous-groupe de Raynaud en k1!';-vectoriels pour un 

-1~::§ --i-= c,6~,;.0.oJ}~si!l~ ¢' la n i · c j-polarisation induite sur A/ L. 
La famille (A/L, 1

1
, ¢'·, H',w'fneuefinit~don~pas_c.im_111ediatement un point . 

de X. II faut auparavant choisir un element ¢i,j de F*+ tei ·que Ie'?iueaux-:-=:-""'· -a,,~:''=.'--.---. 



388 Vincent Pilloni et Benoff Stroh 

/ractionnaires ~i,j • Ck(i,j) et ni • Cj soient egaux pour uncertain indice k(i, j) 
dans ct+(F). Le choix de ~i,j n'est unique que modulo les unites totalement 
positives o;:+. Nous supposerons un tel choix effectue pour tout 1 ::: i :::: r 
et tout Cj E ct+(F) et noterons ¢/' la Ck(i,j)-polarisation associee sur A/ L. 

Ce choix permet definir des operateurs de Hecke U11:; par la formule: 

U11:;U)(A,1,<p,H,w) = p~i ·Lf(A/L,11,¢/1,H',w') 
L 

ou L parcourt les sous-groupes de Raynaud de A[nil qui sont des 
supplementaires de H[ni ], ou 11 est l'image de la structure de niveau N, ou </J" 
est definie dans le paragraphe precedent et depend de choix, H' est !'image 
de H dans A/ L et w' E OJ A/ L est definie par la formule n * ( w') = OJ si n 
designe l'isogenie A ➔ A/ L. 

Cet operateur U11:; est relatif a une correspondance geometrique sur Xng• 
Cette correspondance geometrique n'agit que sur la partie A[n/)0] de A[p00

]. 

L'operateur U11:; agit toujours sur l'espace des formes modulaires 
surconvergentes. 

Ces operateurs U11:; pour 1 ::: i :::: r commutent entre eux a un 
automorphisme pres. On a, a un automorphisme pres : 

Remarque 7.3.1. II existe une maniere standard de se debarraser de la 
dependance de U11:; du choix des ~i,j • Elle consiste a introduire !'action 
naturelle du groupe fini Ll = o;:+ /(0} N)2 sur les formes modulaires, 
ou O},N designe les unites congrues a un' modulo N. L'action de U11:; sur 
les formes Ll-invariantes est alors canonique. Ce sont d'ailleurs les formes 
Ll-invariantes qui sont reliees aux formes automorphes pour le groupe 
GL2/F. 

Remarque 7.3.2. Si A est un SAHB defini sur une OK-algebre 
p-adiquement complete R on a OJA = OJA[poo] et WA[11:oo] = EBaeD;WA,a• 
C'est pour cette raison que le critere de classicite que no~s demontrons relie 
la pente de l' operateur U 11:; aux po ids (ka )a eD;. 

7.4 Le prolongenient analytique 

Expliquons maintenant comment adapter les resultats des sections 2 a 6 
pour. demontrer le theoreme suivant, qui est un premier pas en direction du 
theoreme 1.2. 
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Theoreme 7.4.1. Soit N ::: 5 un entier positif premier a p et f une forme 
modulaire de Hilbert surconvergente de poids K = (kcr) E zHom(F,ICp) et 

de niveau r1 (N) n ro(p). Supposons f propre pour l'operateur U7C; pour 
tout 1 :S: i ::S: r de valeur propre G71:; E Cp. Si v(a7C) < infcrED,(kcr) -
[F7C; : Qp] pour tout 1 :S: i ::s: r alors fest classique de niveau r 1 (N)nro(p). 

Demonstration. On utilise le lemme 7.4.2 dont l'enonce est donne plus bas. II 
existe par definition s > 0 tel que f soit definie sur X?:.(d,-- 8 ). On applique 
successivement le lemme 7.4.2 a tous les indices 1 :s: i' ::s: r, ce qui 
permet d'etendre / a Xrig = X?:.(0)· On conclut alors grace aux principes 
de Koecher et GAGA contenus dans la proposition 5.1.2, dont l'enonce et 
la demonstration utilisaient seulement l'hypothese que p soit non ramifie 
dans F. □ 

Lemme 7.4.2. Soit 1 :S: i' ::S: r et (vi) E Tit<i<r (0, di] tel que Di' < di'· 
Soit l( = (kcr) E zttom(F,ICp) et f une secti-;;n- de OJ" sur X ?:.(u;) prop re 

pour U71:.1 de valeur propre G71:.1 E Cp telle que v(a71:.1 ) < infer ED-, (kcr) - di'· 
Posons :.Vi = Di pour i -:fa i' ~t wi' = 0. Laforme f s'etend en

1 

une section 

de OJ" sur X?:.(w;)· 

Remarque 7.4.3. Le meme enonce reste vrai en rempla9ant X?:.(v;) par 
l'image inverse par deg de Tii;;tci' Ii x [vi', di,] pour tout vi' < di, et tout 
intervalle Ii de [0, di] pour i -:fa i', et X?:.(v;) par l'image inverse par deg 
de Tir,ei' Ii x [0, di']. De tels ouverts de Xrig sont en effet stables par la 
correspondance geometrique U7C,, puisque cette derniere n'agit que sur A[n);:i) 
et preserve done les applications (A, H) i--+ deg(H[ni]) pour tout i -:fa i'. 

Demonstration. Notons degi' : Xrig ➔ [0, di,] !'application qui associe 
a (A, H) le degre de H[ni'] et notons 

DEGi' : Xng ➔ [0, l]d;, 

!'application qui associe a (A, H) la famille des degres partiels de H[ni,J
D'apres le lemme 7.1, tous les resultats des parties 3 a 6 de l'article, alors 
formules avec [0, d], [0, l]d, deg, DEG, A[p], H et UP restent valables 
lorsqu' on les remplace par leurs analogues evidents faisant intervenir [0, di'], 
[0, l]d;,, degi', DEGi', A[ni,], H[ni,] et U7f:.,• On conclut en recopiant mot 

I 

pour mot la demonstration du theoreme 6.1, la seule modification etant de 
rajouter partout un indice i'. □ 

8. Extension du resultat au cas d'un niveau arbitraire en p 

Nous allons maintenant demontrer le theoreme 1.2 dans toute sa generalite. 
Pour cela on va utiliser une projection bien choisie de la variete de 
Hilbert-Blumenthal de niveau ro(pn) vers celle de niveau fo(p). 
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8.1 Les espaces de modules de niveau r, (pn) 

Dans cette section comme dans la precedente, F designe une extension 
totalement reelle de Q de degre d ~ 2 et p est un nombre premier non ramifie 
dans F. Notons toujours p · 0 F = fI~=l ni la decomposition de pen ideaux 
premiers dans (h. Posons di = [Fir; : Qp], On rappelle que K est une 
extension finie de Qp plongee dans Cp telle que tout plongement F "-* Cp 
se factorise par K. 

Soit n E N. On note X 1 (pn) K la variete de Hilbert-Blumenthal de niveau 
f1 (Npn) sur Spec(K). Elle parametre des quadruplets (A, z, <p, Pn) ou 

i. A -+ S est un schema abelien d'Hilbert-Blumenthal, 
ii. z : i:5-I 0z µN "-* A[N] est une structure de niveau f1 (N), 

iii. <pest une crpolarisation de A pour un indice j E ct+(F), 
iv. Pn est un point de A[pn] qui engendre un sous-groupe isomorphe a 

OF/PnoF, 

On note Xo(pn)K la variete de Hilbert-Blumenthal de niveau r 1 (N) n 
fo(pn) sur Spec(K). Elle parametre des quadruplets (A, z, <p, Hn) ou 
(A, 1, </J) sont comme precedemment et Hn est un sous-groupe de A[pn] 
localement isomorphe a OF/ pn OF pour la topologie etale. 

On a une application II : X 1 (pn) K -+ X o (pn) K definie en envoy ant 
(A, 1, <:p, Pn) sur (A, z, <p, OF • Pn), L'application II est un revetement etale 
galoisien, de groupe ( 0 F / pn OF) x . 

Oq, a\~ne application II1 : Xo(pn) ~ XK qui envoie le quadruplet 
(A, l-, <P, Hn) Sur (A, l, <p, Hn[p]). 

8.2 Forrrie~ modulaires de Hilbert de niveau fo(pn) et Nebentypus x 

On suppose que K contient les racines pn-ieme de l'unite. On a une 
decomposition en composantes isotypiques sous l' action du groupe 
(OF/pnOFY 

EB 

Pour tout J<: E ;:z;Hom(F,K) et tout caractere X : (OF/pnOFY ~ Kx, 
les formes modulaires sur Xo(pn)K de Nebentypus x sont par definition 
les sections globales du faisceau inversible cvK(x) = cv" 18) o'x1(pn)(X) sur 
Xo(pn)K-

Pour tout premier ideal ni divisant p, on dispose d'une correspondance 
et d'un operateur de Hecke Un-; agissant sur Xo(pn)K et sur l'espace des 
formes modulaires de poids Ket Nebentypus X · L'actiomgeometrique de Uir; 
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sur Xo(pn)K envoie le point x = (A,1,<j),H11 ) sur (A/L,1',¢1 ,Im(Hn)) 
ou L c A[ni] parcourt les sous-groupes de Raynaud supplementaires 
de H11 [nil, 1

1 et¢' sont les structures de niveau auxiliaire et polarisation qui 
se deduisent de z et </J par quotient par L, et Im(H11 ) designe l'image de Hn 

dans A/L. 

8.3 Geometrie rigide 

On note X 1 (p11 )an, Xo(p11 )an et Xan les analytifies dans le sens de [Be, par.0.3]
des K -schemas X 1 (p 11

) K, XO (p
11

) K et X K. On rappelle que X rig s' identifie a 
l'ouvert quasi-compact« de bonne reduction» de Xan• On a une application 
induite II1 : Xo(p11)an ➔ Xan· On note Xo(p11 )rig l'image inverse de Xrig 
par II1. De meme on a une application induite II1 o II : X1 (p11 )an ➔ Xan
On note X 1 (p11 )rig l'image inverse de Xng par II1 o IT. 

Voyons qu' on peut definir une norme canonique sur les faisceaux wK (x). 
D'apres [Bo], thm. 3, p. 166, il existe un schema formel admissible X1 (p 11

) de 
fibre generique l'espace rigide X 1 (p11 )rig ainsi qu'un morphisme X1 (p 11

) ➔ 

X de fibre generique le morphisme II1 o II. Le faisceau wK provient d'un 
faisceau sur le schema formel X. D'apres le numt6-o 2.1.1, le faisceau wK ® 
o'x,(pn)ng herite done d'une norme. On verifie facilement que cette norme 
est independante du choix du modele formel X1 (p 11

) s'envoyant dans X car 
on possede toujours un troisieme modele formel au dessus de deux modeles 
formels donnes. 11 en resulte que WK ® o'x, (pn)rig est muni d'une norme 
canonique, ainsi que son facteur direct wK(x). D'autre part, le lemme 2.1.3 
s'applique au faisceau WK 18) o'x, (pn)rig et done aussi a son facteur WK (x ). 

et 

Considerons les applications composees 

r 

DEG o II1 : Xo(p11 )rig ----+ IT [0, 1t; 
i=l 

r 

deg 0II1 : Xo(p11 )rig ----+ IT [0, di]. 
i=I 

Pour tout (vi) E II=1[0, di], on note Xo(p11
h_(v;) !'image inverse de 

n~=l [Vi, di] dans Xo(p11 )rig par deg O II1. 
On note egalement 

!'application degre de H11 et pour tout t E [0, nd], on note Xo(p11 )degHn?:t 

l'image inverse de [t, nd] dans Xo(pn)rig par degHn. 
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Une forme modulaire surconvergente de poids K et Nebentypus x sur 
Xo(p11 )rig est par definition une section du faisceau of (x) sur Xo(p11 )degHn ~nd, 

qui surconverge dails un voisinage strict dans Xo(p")rig• Remarquons que 
les { X o (p 11 

)degH
11 

~nd~id O o forment un systeme fondamental de voisinages 
stricts. L'espace des formes modulaires surconvergentes est stable par l'action 
de l'operateur U11:; pout tout 1 s i .:::: r. 

Remarque 8.3.1. Bien sfir Xo(p 11
)degHn~nd est isomorphe a son image 

X?.(di, ... ,dr) via !'application qui envoie (A, i, <p, H11 ) sur (A,_z, <P, H11 [p]), 
l'inverse etant foumi par le sous-groupe canonique d'echelon n. Cet 
isomorphisme se prolonge dans des voisinages stricts puisque le groupe 
canonique d'echelon n surconverge d'apres Ia proposition 2.2.4. On peut done 
voir une forme surconvergente de niveau r o (p 11

) et Nebentypus x com me une 
section sur X~(di, ... ,dr) qui surconverge sur un voisinage strict de X~(di, ... ,dr) 

dans Xrig• 

Lemme 8.3.2. Pour tout sous-ensemble V C Xo(p11 )_an on a II1 o U11:; (V) = 
U11:; o II 1 (V). 

Demonstration. La demonstration ne pose pas de probleme. □ 

Lemme 8.3.3. Pour toute E > 0, on a 

Demonstration. On va utiliser [Fa, cor.5.(4)]. Soit 

Soit L 11 c A[p11
] un sous groupe supplementaire de H11 • On a deg L 11 [p] .::: rE 

car L 11 [p] est un supplementaire generique de H11 [p ]. La multiplication par 
pk : L 11 [pk+ 1] ➔ L 11 [p] pour 1 ,::: k ,:::: n - 1 induit un isomorphisme 
generique L 11 ['pk+ 1]/L11 [pk] ➔ L 11 [p]. On en deduit que degL11 < 
n deg L 11 [p] .::: nrE. L'image de x par u; est I'ensemble des {(A/ L11 , i', </J', 
A[p11 ]/L 11 )} ou L 11 parcourt !'ensemble des supplementaire de H 11 dans 
A[p11

]. Comme deg A[p11
]/ L 11 = nd - deg L 11 , on conclut. □ 

8.4 Le prolongement analytique 

Demontrons maintenant le theoreme 1.2. 

Lemme 8.4.1. Soit June forme surconvergente qui verifie Upf = apf 
pour ap -::/=, 0. Alors it existe E > 0 tel que f peut se prolonger a 
Xo(P11

h(d1 -€, .. ,,dr-€)· 
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Demonstration. On applique le lemme 8.3.3 a f = a;nu;J. □ 

Soit U C Xo(pn)rig un ouvert et 1 ::: i ::: r. Supposons que le sous-groupe 
special Gi,i,U c A[iri] soit defini sur U. On peut definir une decomposition 
Uni = u;:Puu!; sur U telle que U!; divise par des supplementaires speciaux, 
et u;? par des supplementaires non speciaux. 
Voila maintenant un lemme qui generalise le lemme 7.4.2. 

Lemme 8.4.2. Soit 1 ::: i' ::: r et (vi) E IL::::i::,:r [0, di] tel que Vt' < di'· Soit 

K = (ku) E zHom(F,Cp) 

et f une section de wK(x) sur Xo(Pnh(vi) propre pour Uni, de valeur 
propre an., E Cp telle que v(an.,) < infuED-, (ku) - di'· Posons Wi = Vi 

pour i -=I= i' et wi' = 0. La f~rme f s'et;nd en une section de wK(x) 
sur Xo(pnh(wi)· 

Demonstration. Le principe de la demonstration suit le lemme 7.4.2 en 
utilisant l'egalite II 1 oUn., = Un., oII 1 du lemme 8.3.2. Dans la demonstration 

I I 

qui suit, on note II1 pour sa restriction a Xo(Pnh(wi)· On commence done 
par etendre f sur 

grace a l'equation fonctionnelle f = Un., (f)/an.,, la proposition 4.4.6 et le 
I I 

lemme 8.3.2. 
Soit ensuite Z un sommet de [O, l]di' de degre total di, - 1 et Uz un 

voisinage de !'image inverse de Z par del dans Xng comme dans le 

Paragraphe 6.3. On a une decomposition Un., = u!P, + U~~P au-dessus 
I I I 

de II11 (2{~(1)). Quitte a supposer U2 assez petit, on peut de plus supposer 

que pour tout ouyert V C II 11 (U~ (1)), on a 

< 1. 

Ceci est loisible a cause de l'hypothese v (an:,) < infuED-, (ku )-di'· On definit 

sur II11 (U~(N)) la forme 
1 1 

N-1 

f = ~ -i-1 . (USP)i unsp(f) 
N L.J ani, ni, o ni, 

i=O 

pour tout N 2: 1 et cette formule a bien un sens car d'apres le lemme 8.3.2, 
la forme f est_bien definie sur u~? o (U!;,)i(U11(U~(N))). On definit sur 

II11 (X::,:p \Uz(N)) la forme 

8N = a-;;.~· u:_, (f) 
I I 
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ce qui a egalement un sens grace au lemme 8.3.2. On recolle ensuite les fN 
et les gN pour obtenir Jz E-H0(II11(Uz), o/'(x)). L'argument est mot pour 
mot celui du paragraphe 6.3 en rajoutant partout l'indice i' et en prenant 
systematiquement !'image inverse par I11 des ouverts de Xng consideres dans 
ce paragraphe. On note alors 

-] i' -1 On peut prolonger f a I1 1 ((deg ) [di, - 1, di,]\ UzESd.,-, Xz) par la 
I 

formule 
f = a;) · U1r;J . 

On vient egalement de construire Jz sur IT11 (Uz) et les sections f et Jz 
coi'ncident sur !'intersection de leurs domaines de definition. On peut done 
recaller pour obtenir de cette fa~on une section notee encore f sur II11(U). 
Entin, il existe N > 0 tel que 

u~, ( rr11 ((del)- 1 
[di' - ~,di'])) c n11(U) 

d'apres les lemmes 6.4.2 et 8.3.2. Cela permet done de definir f sur 
(de{ 0Il1)-l{-fdi' - !, i']). On reiterc alors le raisonnement en rempla~ant 
di, - 1 de maniere decroissante par tousles entiers E [0, di'] pour terminer la 
demonstration. □' 

Corollaire 8.4.3. Soit x: = (ka) E zttom(F,Cp) et f une forme modulaire 

, surconvergente de poids x: et de Nebentypus x sur Xo(pn)rig propre pour U1r; 

de valeur propre a11:; E Cp telle que v(a11:;) < infaED;(ka) - di pour tout 
1 :S: i .:S: r. Laforme f s'etend en une section dea/'(X) sur Xo(pn)rig· 

A ce point de !'argument, ii ne semble pas possible d'en deduire le 
theoreme 1.2. En effet, en I' absence de modeles en tiers de X 1 (pn) et de ses 
compactifications, nous ne savons pas que 

H0 (Xo(pn)an, wK(x)) = H0 (Xo(pn)rig, wK(x)) . 

Le principe de Koecher usuel sur Spm(K) et le principe GAGA montrent par 
contre que 

H0 (Xo(pn)an, wK(x)) = H0 (Xo(pn), wK(x)) . 

II nous suffit done prouver que f s 'etend en une section de wK (x) 
sur Xo(pn)an· Notons Xo(pn)an,degHn?:.nd l'ouvert ou le groupe Hn est de type 
multiplicatif. La projection II 1 induit un isomorphisme de Xo(pn)an,degHn ?:.nd 

vers l'ouvert de Xan ou le groupe universe! est multiplicatif. 
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I 

Lemme 8.4.4. L'inclusion naturelle est un isomorphisme 

H0 (XO (pn )degHn ~nd, O)K (x)) = H0 (XO (pn) an,degHn ~nd; O)K (x)) 

Demonstration. Dans la demonstration de la proposition 5.1.2 on a introduit 
une compactification !oro'idale X de X sur Spec(OK ). Soit i et X les schemas 
formels associes et Xord-m et Xord-m les ouverts ou le groupe universe! 
est multiplicatif. Soit Xord-m = Xo(p11 )ctegH

11 
~nd et Xord-m les fibres 

generiques de ces schemas formels. On a Xord-m C Xo(pn)an,degH11~nd C 

Xord-m• Le faisceau wK(x) sur Xo(pn)an,degH11 ~nd se prolonge en un 

faisceau inversible wK (x) sur Xord-m. Le principe de Koecher montre alors 
H0(Xord-m, wK(x)) = H0(iord-m, wK(x)). □ 

Lemme 8.4.5. Soit IC = (ka) E zttom(F,Cp) et f une forme modulaire 
surconvergente de poids IC et de Nebentypus x sur Xo(pn)rig propre pour U,r; 

de valeur propre On; E <Cp telle que v(anJ < infaeD; (ka) - di pour tout 
1:::: i ::Sr. Laforme f s'etend en une section de wK(x) sur Xo(pn)an• 

Demonstration. Notons Xo(Pnhn-ord l'ouvert de Xo(pn)an forme des 
schemas abeliens de reduction ordinaire, qu' elle soit bonne ou mauvaise. 
On dispose d'un recouvrement admissible 

Xo(pn)an = Xo(pn)an-ord U Xo(pn)rig 

puisque les seules variete de Hilbert-Blumenthal degenerant sont de reduction 
ordinaire. D'apres le corollaire 8.4.3, la forme f s'etend sur Xo(p11 )rig· 
D'apres le lemme 8.4.4, elle s'etend egalement sur Xo(pn)an,degH11~nd qui 
est une union de composantes connexes de Xo(pn)an-ord• La forme f 
s'etend alors a tout Xo(pn)an-ord d'apres le formalisme des series de Kassaei 
ordinaires explique dans{K-a] et [Sa]. Remarquons que cette extension utilise 
seulement l'hypothese 

v(anJ < -di+ L ka 
aED; 

pouttout 1 :::: i :::: r. Ces fonctions se recollent par construction sur l' ouvert 
ordinaire Xo(p11 )rig-ord de Xo(pn)rig, qui est !'intersection de Xo(pn)an-ord et 
de Xo(pn)rig• Ainsi f se prolonge bien en une section de wK (x) sur Xan• GJ 

Nous pouvons a present terminer la demonstration du theoreme 1.2. Soit f 
comme dans ce theoreme. D'apres le lemme 8.4.5, la forme f s'etend en une 
section de wK(x) sur Xo(pn)an• Il suffit alors d'utiliser l'egalite · 

H0 (Xo(p11)an, wK(x)) = H0 (Xo(pn), ci(x)) 

foumie par le principe de Koecher en fibre generique et GAGA. 
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